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Introduction 

Dans cet article, nous proposons une démonstration pour des conjec- 
tures de Langlands, Slielstad et Waldspurger plus connues sous le nom 
de lemme fondamental pour les algèbres de Lie et lemme fondamental 
non standard. On se reporte à 11.11.11 et à 11.12.71 pour plus de précisions 
dans les énoncés suivants. 

Théorème 1. — Soient k un corps fini à q éléments, un anneau de 
valuation discrète complet de corps résiduel k et F son corps des frac- 
tions. Soit G un schéma en groupes réductifs au-dessus de dont l'ordre 
du groupe de Weyl n'est pas divisible par la caractéristique de k. Soient 
(/î,Pk) une donnée endoscopique de G au-dessus de et H le schéma en 
groupes endoscopiques associé. 

On a l'égalité entre la K-intégrale orbitale et l'intégrale orbitale stable 

AG(a)O^(l0, dt) = /^uMSOa^ (If,, àt) 

associées aux classes de conjugaison stable semi-simples régulières a et 
ah de q{F) et i){F) qui se correspondent, aux fonctions caractéristiques 
Ig et 1(, des compacts g(0) et f)(0) dans q{F) et 1){F) et où on a noté 

Dg et Dh étant les fonctions discriminant de G et de H. 
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Théorème 2. — Soient Gi,G2 deux schémas en groupes réductifs sur 
ayant des données radicielles isogènes dont l'ordre du groupe de Weyl 
n'est pas divisible par la caractéristique de k. Alors, on a l'égalité suivante 
entre les intégrales orbitales stables 

associées aux classes de conjugaison stable semi-simples régulières ai 
et 02 de Qi{F) et 02 (-^) çui se correspondent et aux fonctions ca- 
ractéristiques Ig^ et Igj des compacts 0i(O) et 02(0) dans Qi{F) et 
S2{F). 

Nous démontrons ces théorèmes dans le cas d'égale caractéristique. 
D'après Waldspurger, le cas d'inégales caractéristiques s'en déduit cf. 

m- 

Les applications principales du lemme fondamental se trouvent dans 
la réalisation de certains cas particuliers du principe de fonctorialité de 
Langlands via la comparaison de formules des traces et dans la construc- 
tion de représentations galoisiennes attachées aux formes automorphes 
par le biais du calcul de cohomologie des variétés de Shimura. On se 
réfère aux travaux d'Arthur [2] pour les applications à la comparaison 
de formules des traces et à l'article de Kottwitz [42j ainsi qu'au livre en 
préparation édité par Harris pour les applications aux variétés de Shi- 
mura. 

Cas connus et réductions. — Le lemme fondamental a été établi dans 
un grand nombre de cas particuliers. Son analogue archimédien a été 
entièrement résolu par Shelstad dans ^67J . Ce cas a incité Langlands et 
Shelstad à formuler leur conjecture pour un corps non-archimédien. Le 
cas du groupe SL(2) a été traité par Labesse et Langlands dans [46j. 
Le cas du groupe unitaire à trois variables a été résolu par Rogawski 
dans [62]. Les cas assimilés aux Sp(4) et GL(4) tordu ont été résolus par 
Haies, Schroder et Weissauer par des calculs explicites cf. [30], [64j et 
[8IJ. Récemment, Whitehouse a poursuivi ces calculs pour démontrer le 
lemme fondamental pondéré tordu dans ce cas cf. |80j . 

Le lemme fondamental pour le changement de base stable a été établi 
par Clozel |12] et Labesse |45j à partir du cas de l'unité de l'algèbre de 
Hecke démontré par Kottwitz |40j . Auparavant, le cas GL(2) a été établi 
par Langlands [47] et le cas GL(3) par Kottwitz [36j. 

Un autre cas important est le cas SL(?t,) résolu par Waldspurger dans 
|75] . Le cas SL(3) avec un tore elliptique a été établi auparavant par 
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Kottwitz cf. [37] et le cas SL(n) avec un tore elliptique par Kazhdan cf. 

m- 

Récemment, avec Laumon, nous avons démontré le lemme fondamen- 
tal pour les algèbres de Lie des groupes unitaires dans le cas d'égale ca- 
ractéristique. La méthode que nous utilisons est géométrique et ne s'ap- 
plique qu'aux corps locaux d'égale caractéristique. Comme nous avons 
déjà mentionné, le cas d'inégales caractéristiques s'en déduit grâce aux 
travaux de Waldspurger [78] . Le changement de caractéristiques a aussi 
été établi par Cluckers et Loeser [13] dans un cadre plus général mais 
moins précis sur la borne de la caractéristique résiduelle en utilisant la 
logique. 

Dans une série de travaux comprenant notamment |76j et |79] . Wald- 
spurger a démontré que le lemme fondamental pour les groupes ainsi que 
le transfert se déduit du lemme fondamental ordinaire pour les algèbres 
de Lie. De même, le lemme fondamental tordu se déduit de la conjonc- 
tion du lemme ordinaire pour les algèbres de Lie et de ce qu'il appelle 
le lemme non standard. Dans la suite de cet article, on se restreint au 
lemme fondamental ordinaire pour les algèbres de Lie et sa variante non 
standard sur un corps local d'égale caractéristique. 

Approche géométrique locale. — Kazhdan et Lusztig ont introduit dans 
|34] les fibres de Springer affines qui sont des incarnations géométriques 
des intégrales orbitales. Ce travail fournit des renseignements de base sur 
la géométrie des fibres de Springer affines que nous rappellerons dans le 
chapitre [3] du présent article. 

Dans l'annexe à [34] . Bernstein et Kazhdan ont construit une fibre 
de Springer affine pour le groupe Sp(6) dont le nombre de points n'est 
pas un polynôme en q. En fait, le motif associé à cette fibre de Springer 
affine contient le motif d'une courbe hyperelliptique. Cet exemple suggère 
qu'il est peu probable qu'on puisse obtenir une formule explicite pour les 
intégrales orbitales. 

L'interprétation des k- intégrales orbitales en termes des quotients des 
fibres de Springer affines a été établie dans l'article de Goresky, Kott- 
witz et MacPherson [24] . Ils ont aussi introduit dans [24\ l'usage de 
la cohomologie équivariante dans l'étude des fibres de Springer affines. 
Cette stratégie est très adaptée au cas particulier des éléments qui ap- 
partiennent à un tore non ramifié car on dispose dans ce cas d'une action 
d'un gros tore sur la fibre de Springer affine n'ayant que des points fixes 
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isolés. Ils ont aussi découvert une relation remarquable entre la cohomo- 
logie équivariante d'une fibre de Springer affine pour G et la fibre cor- 
respondante pour le groupe endoscopique H dans ce cadre non ramifié. 
Cette relation dépend en plus d'une conjecture de pureté de la cohomo- 
logie de ces fibres de Springer affines. Cette conjecture a été vérifiée pour 
les éléments ayant des valuations radicielles égales dans [25j. 

Dans [SClJ et [51j, Laumon a introduit une méthode de déformation des 
fibres de Springer dans le cas des groupes unitaires fondée sur la théorie 
des déformation des courbes planes. Sa stratégie consiste à introduire une 
courbe plane de genre géométrique nul ayant une singularité prescrite par 
la situation locale et ensuite à déformer cette courbe plane. Il a aussi re- 
marqué que dans le cas unitaire, il existe un tore de dimension un agissant 
sur les fibres de Springer affine de U{n) associées à une classe stable pro- 
venant de U{ni) X U{n2) dont la variété des points fixes est la fibre de 
Springer affine correspondant de U{ni) x U{n2). En calculant la coho- 
mologie équivariante en famille, il a pu démontrer le lemme fondamental 
dans le cas unitaire mais pour les éléments éventuellement ramifiés. Sa 
démonstration dépend de nouveau de la conjecture de pureté des fibres 
de Springer affines formulée par Goresky, Kottwitz et MacPherson. 

Cette conjecture de pureté m'avait semblé l'obstacle principal de l'ap- 
proche géométrique locale. Elle joue un rôle essentiel pour faire dégénérer 
certaines suites spectrales et permet d'appliquer le théorème de localisa- 
tion d'Atiyah-Borel-Segal. 

Il existe en fait un autre obstacle au moins aussi sérieux à l'usage de 
la cohomologie équivariante pour les fibres de Springer affines générales. 
Pour des éléments très ramifiés des groupes autres qu'unitaires, il n'y a 
pas d'action torique sur la fibre de Springer affine correspondante. Dans 
ce cas, même si on dispose de la conjecture de pureté, il n'est pas clair 
que les stratégies de |24j et |51j peuvent s'appliquer. 

Approche géométrique globale. — Dans |32j . Hitchin a démontré que le 
fibré cotangent de l'espace de module des fibrés stables sur une surface de 
Riemann compacte est un système hamiltonien complètement intégrable. 
Pour cela, il interprète ce fibré cotangent comme l'espace de module 
des fibrés principaux munis d'un champ de Higgs. Les hamiltoniens sont 
alors donnés par les coefficients du polynôme caractéristique du champ 
de Higgs. Il définit ainsi la fameuse fibration de Hitchin / : M — oii M 
est le fibré cotangent ci-dessus, oii A est l'espace affine classifiant les po- 
lynômes caractéristiques à coefficients dans l'espace des sections globales 
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de puissances convenables du fibre canonique de X et oii / est un mor- 
phisme dont la fibre générique est essentiellement une variété abélienne. 

De notre point de vue, les fibrés de Hitchin sont des analogues globaux 
des fibres de Springer affines. Il est par ailleurs important dans notre 
approche de prendre les fibrés de Higgs non à valeurs dans le fibré ca- 
nonique mais à valeur dans un fibré inversible arbitraire de degré assez 
grand. Dans cette généralité, l'espace de module des fibrés de Higgs M 
n'est plus muni d'une forme symplectique mais dispose toujours d'une 
fibration de Hitchin / : M — >■ ^. 

Nous avons observé dans [55] qu'un comptage formel de points de M 
à coefficients dans un corps fini donne une expression quasiment iden- 
tique au côté géométrique de la formule des traces pour l'algèbre de Lie. 
Nous nous sommes proposé dans |55j d'interpréter le processus de sta- 
bilisation de la formule des traces de Langlands et Kottwitz en terme 
de cohomologie £-adique de la fibration de Hitchin. Cette interprétation 
conduit à une formulation d'une variante globale du lemme fondamental 
en termes de cohomologie £-adique de la fibration de Hitchin cf. |14] et 
|56j . L'interprétation géométrique du processus de stabilisation avec la 
fibration de Hitchin ainsi que la formulation de cette variante globale 
du lemme fondamental est plus complexe que l'analogue local avec les 
fibres de Springer affines. En contrepartie, on dispose d'une géométrie 
plus riche. 

L'interprétation géométrique du processus de stabilisation est fondée 
sur l'action d'un champ de Picard ^ A sur M qui est en quelque sorte 
le champ des symétries naturelles de la fibration de Hitchin. Le comptage 
de points avec l'aide de ? fait dans le paragraphe 9 de j55j est repris de 
façon plus systématique dans le dernier chapitre M du présent article. La 
construction de 7 est fondée sur celle du centralisateur régulier que nous 
rappelons dans le chapitre [21 L'observation qui joue un rôle clé dans le 
comptage est que pour tout a G M(/c), le quotient [Ma/Ta] s'exprime en 
un produit de quotients locaux des fibres de Springer affines M^(a) par 
leurs groupes de symétries naturelles î't,(Ja) cf. I4.13.1l et |55[ 4.6]. Cette 
formule de produit apparaît en filigrane tout le long de l'article. 

Le champ algébrique M n'est pas de type fini. Il existe néanmoins 
un ouvert anisotrope ^L^"^' de A, construit dans le chapitre O au-dessus 
duquel Z*^"' : M^°^ — > A^^^ est un morphisme propre. On sait par ailleurs 
que M*^"' est lisse sur le corps de base k. D'après Deligne [16] . l'image 
directe dérivée /^"^'Q^ est un complexe pur c'est-à-dire que les faisceaux 
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pervers de cohomologie 

sont des faisceaux pervers purs. D'après le théorème de décomposition, 
ceux-ci deviennent semi-simples après le changement de base à ^1^°' (S>/c k. 
En vue de démontrer le lemme fondamental, il est essentiel de comprendre 
les facteurs géométriquement simples dans cette décomposition. 

L'action de sur M induit une action de T^"' sur les faisceaux pervers 
K^. Ceci permet de décomposer en une somme directe 

[k] 

oii [k] parcourt l'ensemble des classes de conjugaison semi-simples dans le 
groupe dual G et seul un nombre fini de [k] contribue un facteur i^'j"] non 
nul. On note K^^ le facteur direct correspondant à k = 1. L'apparition du 
groupe dual ici résulte du calcul du faisceau des composantes connexes 
des fibres de T à la Tate-Nakayama qui a été entamée dans [55i 6] et est 
complétée dans les paragraphes 14. lUI et 15 . 71 du présent article. Dans |55j et 
|56j . nous avons montré que cette décomposition correspond exactement 
à la décomposition endoscopique du côté géométrique de la formule des 
traces qui a été établie par Langlands et Kottwitz cf. |48j et [41] . 

Fixons un élément k dans la classe de conjugaison [k]. Il n'y a qu'un 
nombre fini de groupes endoscopiques non ramifiés H associés k k. Si H 
est l'un de ceux-ci, on a un morphisme Ah A qui au-dessus de A^^^ 
est un morphisme fini non ramifié c/. [55i 7.2]. En gros, l'interprétation 
géométrique de la variante globale du lemme fondamental consiste en 
la comparaison entre le facteur K'^^^ et le facteur stable -ft'^st dans la 
décomposition de la cohomologie de la fibration de Hitchin des groupes 
endoscopiques H associés à k. On se reporte à l6.4.3l pour un énoncé précis 
de la stabilisation géométrique. Le lemme fondamental de Langlands- 
Shelstad est une conséquence de 16.4.31 

Dans [55j, on a démontré que K^^^ est supporté par la réunion des 
images des morphismes Au A. Comme on a vu dans [55 ] et [52], cet 
énoncé peut remplacer la conjecture de pureté de Goresky, Kottwitz et 
MacPherson dans le contexte de la fibration de Hitchin. Par ailleurs, il 
est très tentant de conjecturer que tous les facteurs simples de K"^^^ ont 
comme support l'image de l'un des morphismes Au A. Remarquons 
que le théorème de stabilisation géométrique se déduit de cette conjecture 
du support car en effet il n'est pas difficile de l'établir sur un ouvert 
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dense de Ah- Sur un ouvert assez petit, on peut utiliser un calcul de 
cohomologie équivariante comme dans |52] ou un comptage de points 
comme dans cet article pour établir la stabilisation. 

Dans le cas unitaire, Laumon et moi avons utilisé la suite exacte 
d'Atiyali-Borel-Segal en cohomologie équivariante pour démontrer 
une variante ad hoc de l'énoncé de support ci-dessus. Mes tentatives 
ultérieures de généraliser cette méthode équivariante à d'autres groupes 
se sont heurtées à l'absence de l'action torique dans certaines fibres de 
Hitchin associées aux éléments très ramifiés. 

Dans ce travail, on démontre pour tous les groupes une forme faible 
de la conjecture du support I7.6.6[ En fait, on démontre un théorème 
de support général 17.1.131 qui implique dans la situation particulière de 
la fibration de Hitchin l'énoncé 17.6.61 Pour démontrer la conjecture de 
support dans la forme forte, il reste à vérifier une condition de (5-régularité 
17.1.31 Pour la fibration de Hitchin, cette 5-régularité a été vérifiée en 
caractéristique zéro mais pas en caractéristique p. En caractéristique p, 
on démontre un énoncé plus faible qui suffit néanmoins pour déduire 
le lemme fondamental de 17.6.61 En renversant l'argument local-global, le 
lemme fondamental implique le théorème de stabilisation géométrique 
16X31 

Passons maintenant en revue l'organisation de l'article. Le premier cha- 
pitre contient l'énoncé du lemme fondamental pour les algèbres de Lie 
ainsi que sa variante non standard. Le coeur de l'article est l'avant- dernier 
chapitre El oii on démontre le théorème du support. Le dernier chapitre 
[H] contient l'argument de comptage qui permet de déduire le lemme fon- 
damental à partir du théorème du support. Les autres chapitres sont de 
nature préparatoire. Le chapitre [3] contient une étude de la géométrie des 
fibres de Springer affines. Le chapitre suivant H] contient une étude pa- 
rallèle de la géométrie de la fibreation de Hitchin. Notre outil favori dans 
ces études est l'action des symétries naturelles fondée sur la construction 
du centralisateur régulier rappelée dans le chapitre [2l Dans le chapitre [5l 
on définit diverses stratifications de la base de Hitchin. Dans le chapitre 
suivant El on définit l'ouvert anisotrope de la base de Hitchin au-dessus 
du quel la fibration a toutes les bonnes propriétés pour qu'on puisse for- 
muler le théorème de stabilisation géométrique 16.4.31 qui sera démontré 
dans les deux derniers chapitres [7] et [H Dans l'appendice \K\ nous rappe- 
lons l'argument de comptage de dimension et duahté de Poincaré du à 
Goresky et MacPherson. Cet argument est utilisé dans la démonstration 
du théorème du support. Une table des matières détaillée est insérée à 
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la fin de l'article. Le lecteur pourra trouver au début de chaque chapitre 
un résumé de son contenu et des notations utilisées. 
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1. Conjectures de Langlands-Shelstad et Waldspurger 

Dans ce chapitre, on rappelle l'énoncé du lemme fondamental pour les 
algèbres de Lie conjecturé par Langlands et Shelstad cf. II.ILII ainsi que 
la variante non standard conjecturée par Waldspurger cf. IL12.7I Dans le 
dernier paragraphe de ce chapitre, nous rappelons oii intervient le lemme 
fondamental de Langlands-Shelstad dans le processus de stabilisation du 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 



9 



côté géométrique la formule des traces. Notre étude de la fibration de 
Hitchin qui sera faite ultérieurement dans cet article est directement ins- 
piré de ce processus de stabilisation. Nous nous efforçons de maintenir 
l'exposition de ce chapitre dans un langage aussi élémentaire que possible. 

1.1. Morphisme de Chevalley. — Soient k un corps et G un groupe 
réductif lisse connexe et déployé sur k. On fixera un tore maximal déployé 
T et un sous-groupe de Borel B contenant T. Soient Ng{T) le normali- 
sateur de T et W = Ng{T)/T le groupe de Weyl. On supposera que la 
caractéristique du corps k ne divise pas l'ordre du groupe de Weyl. On 
notera g l'algèbre de Lie de (G et k[g] l'algèbre des fonctions régulières 
sur g. De même, on notera t = Spec(/c[t]) l'algèbre de Lie de T. Soit r 
le rang de G, qui par définition est la dimension du tore maximal T. 

Le groupe G agit sur son algèbre de Lie par l'action adjointe. L'algèbre 
des fonctions G-invariantes sur g s'identifie par la restriction de g à t à 
l'algèbre des fonctions W-invariantes sur t. De plus, d'après Shephard, 
Todd |68] et Chevalley [11] celle-ci est une algèbre de polynômes cf. |10[ 
5.5]. 

Théorème 1.1.1. — Par restriction de g à t, on a un isomorphisme 
d'algèbres k[g]'^ = k[t]^ . De plus, il existe des fonctions homogènes 
ai, . . . ,ar G k[g] de degrés ei, . . . ,er telles que k[g]'^ soit l'algèbre des 
polynômes de variables ai, . . . , a^. 

Les entiers ei,...,er rangés dans l'ordre croissants sont canonique- 
ment définis. De plus, les entiers ei — 1, . . . , — 1 sont des exposants 
du système de racines d'après Kostant [35] . Pour les groupes classiques, 
il est possible de construire explicitement des polynômes invariants Oj à 
l'aide de l'algèbre linéaire cf. [32\ et [57]. 

On notera c = Spec(A;[t]*^) = Spec(/c[g]'^). D'après le théorème ci- 
dessus, c'est un espace affine sur le corps k de dimension r et de coor- 
données ai , . . . , cij.. Il est de plus muni d'une action de Gm donnée par 

t{ai, . . . , a.r) = (t^^ai, . . . , t^^'ar) 

qu'on appellera l'action par les exposants. 

L'inclusion fc[t]*^ C k[t] définit un morphisme vr : t — > c. C'est un 
morphisme fini et plat qui réalise c comme le quotient au sens des inva- 
riants de t par l'action de W. De plus, il existe un ouvert non vide if^ 
de c au-dessus duquel n est un morphisme fini étale galoisien de groupe 



10 



NGÔ BAO CHÂU 



de Galois W. Ce morphisme est compatible avec l'action de (Gm par 
homothétie sur t et l'action de Gm sur c par les exposants. 

On notera x • g <c le morphisme caractéristique de Chevalley qui 
se déduit de l'inclusion d'algèbres fcfg]*^ C k[g\. Ce morphisme est com- 
patible avec l'action de Gm par homothétie sur g et l'action de Gm sur 
c par les exposants. Par analogie avec le cas des matrices, on appel- 
lera x{^) polynôme caractéristique de x et c l'espace des polynômes 
caractéristiques. 

En plus de la propriété de Gm-équivariance, x est G-invariant par 
construction. Ceci donne naissance à des morphismes entre champs algé- 
briques 

[x] : [g/G] ^ c et [x/G„] : [g/G x G™] ^ [c/G™]. 

Pour tout X G g, notons Ix son centralisateur. Quand x varie, les 
groupes Ix s'organisent en un schéma en groupes I au-dessus de g. Pour 
le point générique x de g, dim{Ix) = r de sorte que les points a; G g 
tels que dim{Ix) = r forment un ouvert de g en vertu du théorème de 
semi-continuité de la dimension des fibres. On notera g'''^^ cet ouvert. 
Rappelons le résultat suivant du à Kostant cf. [35] . 

Lemme 1.1.2. — La restriction de x à, est un morphisme lisse. 
Ses fibres géométriques sont des espaces homogènes sous l'action de G. 

Puisque g'''^^ est lisse sur fc, la lissité de la restriction de x à g''^^ est 
équivalente à l'existence des sections locales de x passant par n'importe 
quel point de g'''^^. En fait, Kostant a construit une section globale qu'on 
va maintenant rappeler. 

1.2. Section de Kostant. — Fixons un épinglage de G qui consiste 
en le choix d'un tore maximal déployé T, d'un sous-groupe de Borel 
B contenant T de radical unipotent U et d'un vecteur x+ G Lie(U) 
de la forme x+ = X^agA ^ l'ensemble des racines simples et 

oii Xq, est un vecteur non nul du sous-espace propre Lie(U)Q de Lie(U) 
correspondant à la valeur propre a pour l'action de T. 

Il existe alors un unique s[2-triplet (/i, dans g avec l'élément 

semi-simple /i G t fl Lie(G'^''''). Rappelons l'énoncé suivant du à Kostant 
[351 théorème 0.10]. 

Lemme 1.2.1. — Soit g^+ le centralisateur de x+ dans g. La restric- 
tion du morphisme caractéristique x : g — ^ <c au sous- espace affine 
x_ + g^+ du vectoriel g est un isomorphisme. 
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L'inverse de cet isomorphisme 
(1.2.2) e: c^x_ + g^+ -^g 

définit une section du morphisme de Chevalley x • g c appelée la 
section de Kostant. En fait, Kostant a construit toute une famille de 
sections du morphisme de Chevalley. Pour les groupes classiques, il est 
également possible de construire des sections explicites c ^ g à l'aide 
de l'algèbre linéaire sans utiliser l'épinglage cf. [57j. Ces sections, qui 
généralisent la matrice compagnon dans le cas linéaire, sont probablement 
plus adaptées aux calculs explicites des fibres de Springer affines et des 
fibres de Hitchin. 

1.3. Torsion extérieure. — Pour les applications arithmétiques, il est 
nécessaire de considérer les formes quasi- déployées du groupe (G. Fixons 
un épinglage (T, B, x+) de (G comme dans 11. 2[ Notons Out(G) le groupe 
des automorphismes de (G qui fixent cet épinglage. C'est un groupe discret 
qui peut être éventuellement infini. Il agit sur l'ensemble des racines $ 
en laissant stable le sous-ensemble des racines simples. Il agit aussi sur le 
groupe de Weyl W de façon compatible c'est-à-dire qu'on a une action du 
produit semi-direct W xi Out(G) sur T et sur l'ensemble $ des racines. 

Définition 1.3.1. — Une forme quasi- déployée de G sur un k-schéma 
X est la donnée d'un Out{G) -tors eur pc sur X muni de la topologie 
étale. 

1.3.2. — La donnée de pc permet de tordre G pour obtenir un X- 
schéma en groupes réductif lisse G = pc A^"*^^) G qui est muni d'un 
épinglage défini sur X, c'est-à-dire un triplet (T, _B,x+), oii B est un 
sous-schéma en groupes fermé de G lisse au-dessus de X, T est un sous- 
tore de B et x+ est une section globale de Lie(-B), tel que fibre par 
fibre (T, i?,x+) est isomorphe à l'épinglage (T, B,x+). Inversement tout 
X-schéma en groupes lisse réductif muni d'un épinglage (T, S, x_|_) et 
localement isomorphe à G pour la topologie étale définit un torseur sous 
le groupe Out(G). Nous nous permettrons l'abus de langage qui consiste 
à dire que G est une forme quasi-déployée en oubliant l'épinglage attaché. 

1.3.3. — Soient pc un Out(G)-torseur sur X et G la forme quasi- 
déployée attachée avec l'épinglage (T, i?,x+). Les structures discutées 
dans les deux paragraphes précédents se transportent sur la forme quasi- 
déployée. Soient g = Lie((j') et t = Lie(T). L'action de W xi Out(G) sur 
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t induit une action de Out((G) sur c = t/W. On définit donc l'espace 
des polynômes caractéristiques de g = Lie(G') comme le X-schéma 

Il est muni d'un morphisme 

X : ^ c 

qui se déduit du morphisme de Chevalley % : g — > c. Comme Out(G) 
fixe le 5(2-triplet {h, x+, x_), la section de Kostant e : c — > g est Out((G)- 
équivariant. Par torsion, on obtient un X-morphisme 

(1.3.4) e : c ^ 

section du morphisme de Chevalley X : — > c qu'on appellera aussi 
section de Kostant. On a par ailleurs un morphisme fini plat 

TT : t ^ c 

qui se déduit de tt : t — > c. Le X-schéma en groupes fini étale 

W^PG aO"*(^) W 

agit sur t. Comme c est le quotient de t par W au sens des invariants, 
c est aussi le quotient de t par W au sens des invariants. Au-dessus de 
l'ouvert c'''^ = pc A^"**^*"^) c, le morphisme tt : ^ c''^ est un torseur sous 
le schéma en groupes fini étale W. 

1.3.5. — Pour étudier les groupes endoscopiques, il est nécessaire de 
considérer les réductions du Out(G)-torseur pc- Une réduction de pc est 
un torseur p : Xp — > X sous un groupe discret muni d'un homomor- 
phisme Og : ©p ^ Out(G) tel que 

(1.3.6) pA®" Out(G) = pg- 

On a alors i — Xp A®'' t et c = Xp A®'' c et un diagramme cartésien 

(1.3.7) XpXt^^XpX<c 



dans lequel les deux flèches verticales sont des ©p-torseurs. Le produit 

semi-direct W xi ©^ agit sur Xp x t et agit librement sur l'ouvert Xp x t"^®. 
La flèche diagonale dans le diagramme ci-dessus 

(1.3.8) TTp-. XpXt^ c 
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est alors un morphisme fini plat W xi 0p-invariant qui réalise c comme 
le quotient de Xp x t par W x 6p au sens des invariants. Au-dessus 
de l'ouvert c''^ iip est un morphisme fini étale galoisien de groupe de 
Galois W X 6p. Il est souvent commode dans les calculs de remplacer le 
torseur t^^ — > c^*^ sous le schéma en groupes fini étale W par le torseur 
Xp X — > c'''^ sous le groupe constant W x 6p. 

1.3.9. — Il est parfois commode de passer du langage des torseurs au 
langage plus concret des représentations du groupe fondamental. Soient 
X un point géométrique de X et 7ri(X, x) le groupe fondamental de X 
pointé par x. Soit Xout un point géométrique de pc au-dessus de x. La 
donnée de ce point définit un homomorphisme 

Pa : vri(X,x) ^ Out(G). 

Une réduction p A®'' Out((G) = pc cf. 11.3.61 pointée est la donnée d'un 
point géométrique Xp de Xp au-dessus de xout- Cela revient à donner un 
homomorphisme p* : 7ri(X, x) 6p dans le diagramme commutatif 

(1.3.10) 7ri(X,a;)^^ ^ 6p 

Out((G;) 

oii Oc : 6p — * Dut (G) est l'homomorphisme de réduction. 

1.4. Centralisateur régulier semi-simple. — Notons q^'^ l'image 
réciproque de l'ouvert c'''^ par le morphisme X '■ Q ^ ^- Pour tout a G 
t^^ik), il est bien connu que la fibre x~^{.'^) 6st formée d'une seule orbite 
sous l'action adjointe de G. Pour tout 7 G Q^^ik), le centralisateur de 
7 est un tore maximal de G ®kk. 

1.4-1. — Soient a G c^^{k) et 7,7' G Il existe alors g G G(k) qui 

transporte 7 sur 7' c'est-à-dire tel que ad((7)7 = 7'. L'automorphisme 
intérieur a.d{g) définit donc un isomorphisme a.d{g) : I^^Iy. De plus, 
si g et g' sont deux éléments de G(k) qui transportent 7 sur 7', alors g 
et g' diffèrent par un élément de I^. Comme est un tore, en particulier 
commutatif, les deux isomorphismes 

ad((?) et ad(5'') : /y 

sont les mêmes. Ceci démontre que les tores et ly sont canoniquement 
isomorphes. Ceci définit donc un tore qui ne dépend que de a et qui 




14 



NGÔ BAO CHÂU 



est canoniquement isomorphe à pour tout 7 G x 



Ce tore peut 



être décrit directement à partir de a à coefficients arbitraires de la façon 
suivante. 

Soient 5* un X-schéma et a G c^^{S) un S-point de c''^. On appellera 
revêtement caméral associé à a le W-torseur Ha : Sa ^ S obtenu en 
formant le diagramme cartésien 



Sa 



S' 



Posons 
fl.4.2) 



Ce lemme est un cas particulier probablement bien connu d'un résultat 
de Donagi et Gaitsgory. On rappellera l'énoncé plus général dans le pa- 
ragraphe I2.4[ 

Lemme 1.4-3. — Soient S un X-schéma et a E c''^(5') un S-point de 
c^^. Soient X un S-point de Q^^{S) tel que x{x) = a et l'image réciproque 
du centralisateur sur g. Alors on a un isomorphisme canonique Ja = Ix- 

1.4-4- — Voici une variante de la construction ci-dessus. Considérons 
une réduction p A^f Out(G) = pc du torseur pc cf. 11.3.61 Reprenons 

S l'image réciproque par 
c cf. I1.3.8[ Le morphisme 



les notations de cf. I1.3.6[ Soit vr^ „ : S. 



S 



c^'^ du revêtement 7r„ : X. 



X t 



p,a 



S, 



p,a 



S est alors un torseur sous le groupe W xi 9p. On a alors 



une définition équivalente de Ja 

(1.4.5) Ja = 7T,,a A™'"®" T. 



1.5. Classes de conjugaison dans une classe stable. — Dans ce 
paragraphe, G sera une forme quasi- déployée de (G sur un corps F conte- 
nant k. Nous entendrons par classe de conjugaison stable semi-simple 
régulière de g sur F un élément a G c^^{F). La définition originale de 
Langlands des classes de conjugaison stable est plus compliquée mais 
une fois restreinte aux éléments semi-simples réguliers de l'algèbre de 
Lie, elle coïncide avec la nôtre. Comme nous nous limitons aux classes de 
conjugaison stable semi-simples régulières, dans la suite de l'article, par 
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classe de conjugaison stable, nous entendrons semi-simple régulière sauf 
mention expresse du contraire. 

1.5.1. — Soit a G c^^{F) une classe de conjugaison stable. Soit 70 = 
e(a) G q{F) l'image de a par la section de Kostant. Le centralisateur 

de 7o est un tore défini sur F canoniquement isomorphe au tore Ja 
défini dans le paragraphe précédent cf. 11.4.31 Soit 7 un autre F-point 
de Comme éléments de q{F), 70 et 7 sont conjugués c'est-à-dire 

qu'il existe g G G{F) tel que 7 = a.à{g)'~^Q. Cette identité implique que 
pour tout a G Gal(F/F), g~^a{g) G /^^(F). L'application a ^-^ g~^o-{g) 
définit un élément 

inv(7o,7) GHi(i^,/7o) 

qui ne dépend que de la classe de G(F)-conjugaison de 7 et non du choix 
du transporteur g. L'image de cette classe dans H^(F, G) est triviale par 
construction. D'après Langlands, l'application 7 inv(7o,7) définit une 
bijection de l'ensemble des classes de G(F)-conjugaison dans l'ensemble 
des F-points de x~^{(^) sur la fibre de l'application H^(F, 1^^) — > H^(F, G) 
au-dessus de l'élément neutre cf. l_48j. Cette fibre sera notée 

ker(Hi(F,/,J^Hi(F,G)). 

1.5.2. — Au lieu de g{F), il est souvent nécessaire de considérer le 
groupoïde [q/G]{F) des couples {E,(j)) composé d'un G-torseur E sur 
F et d'un F-point de ad(F) = E A*^ g. Le morphisme de Cheval- 
ley définit un foncteur [x] de [g/G] (F) dans l'ensemble c(F). Soit a G 
d^^{F). Considérons le groupoïde des F-points de Les objets 
de [x]~^(a)(F) sont localement isomorphes pour la topologie étale. Par 
ailleurs, on a un point base (Fo,7o) du groupoïde 011 Eq est le G-torseur 
trivial et 011 70 G 0(F) est l'élément 70 = e(a) défini par la section de 
Kostant. Pour tout F-point {E,(f)) de [x]~^(a), on obtient un invariant 

my{{Eo,jo),{E,4>))e}î\F,I,,). 

L'apphcation {E,(j)) i-^ inv((Fo,7o), {E,(j))) définit une bijection de l'en- 
semble des classes d'isomorphisme de [x]^^(a)(F) sur H^(F, J^q). 

Soient {E,(j)) un F-point de [^l'^^l^f) et inv((Fo, 70), (F, 0)) son inva- 
riant. La classe d'isomorphisme de F correspond alors à l'image de cet 
invariant dans H^(F, G) par l'application 

R\F,I,,)^11\F,G). 
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On retrouve ainsi la bijection mentionnée plus haut entre les classes de 
G(F)-conjugaison dans x^^{(^){F) et le sous-ensemble de H^(F, J^^) des 
éléments d'image triviale dans [F, G) . 

1.6. Dualité de Tate-Nakayama. — La discussion du paragraphe 
précédent prend une forme très explicite dans le cas d'un corps local non- 
archimédien grâce à la dualité de Tate-Nakayama. Soient un corps lo- 
cal non-archimédien, 0„ son anneau des entiers et v la valuation. Soit F^^p 
une clôture séparable de F^. Notons Ty le groupe de Galois Gal(F^'^P/F^). 
Notons X = Spec{Fy) et x le point géométrique choisi. 

1.6.1. — Soit G la forme quasi-déployée sur F^ de (G associée à un 
homomorphisme : F^, ^ Out((G). Soit G le dual complexe de (G. Par 
définition il est muni d'un épinglage (T, B, x) dont la donnée radicielle 
associée s'obtient à partir de celle de G en échangeant les racines et 
les coracines. En particulier Out(G) = Out(G). On dispose donc d'une 
action p*Q de r„ sur G fixant l'épinglage. 

D'après Kottwitz cf. [38] et |41j . on a alors 

Hi(F,G)* = 7ro((Zf,r«(^")) 

oii {Z^Yg^^"'^ est le sous-groupe des points fixes dans le centre Z^. de G 
sous l'action de ^^(r^). En particulier, H^(F^,G)* est un groupe abélien 
de type fini. 

1.6.2. — Mettons-nous dans la situation de 11.3. 10] En particulier, on a 
un revêtement fini étale galosien p : Xp — > X de groupe de Galois 9p 
avec un point Xp G Xp au-dessus de x. Pour tout a G c^^{Fy), on a un 
W X 6p-torseur vTp^a : Xp^a — ^ X qui provient de 11.3.81 Choisissons un 
point Xp^a de Xp^a au-dessus de Xp. 

On a alors un homomorphisme tt* „ : ^ W xi Gp rendant commutatif 
le diagramme 

(1.6.3) — Wx0p 




0p 

Soit 7o = e(a) la section de Kostant appliquée à a. D'après le lemme 
[TXÏÏl on a 

/ = T = rr aW>^0p nn 
-'70 '-'a " p,a ' \ • 
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D'après la dualité de Tate et Nakayama locale |4H 1.1], on a alors 
(1.6.4) Hi(F„,Jj* = 7ro(T<«(r")). 

Autrement dit le groupe des caractères complexes de H^(F^, J^) coïncide 
avec le groupe des composantes connexes du groupe des points fixes de 
^',0(^11) dans T. Ici T désigne le tore complexe dual de T défini en 
échangeant le groupe des caractères et le groupe des cocaractères. 

1.6.5. — L'inclusion t : T ^ (G est F-équivariante modulo conjugai- 
son c'est-à-dire que pour tout t G T pour tout cr G F^, p*{a){L{t)) et 
i(7r*(cr)(t)) sont conjugués dans (G. On en déduit l'inclusion 

qui induit un homomorpliisme entre les groupes de composantes connexes 

Par dualité on retrouve la flèche H^(Fj;, J^g) — ^ H^(Fî,, G) définie dans le 
paragraphe précédent. 

1.7. /î-intégrales orbitales. — Gardons les notations du paragraphe 
précédent. Supposons en plus que G soit donné comme forme quasi- 
déployée de (G sur 0„. Le groupe localement compact G{F^) est alors 
muni d'un sous-groupe ouvert compact maximal G(O^). Soit àg^, la me- 
sure de Haar de G{Fy) normalisée de sorte que G{Oy) soit de volume 
un. 

Pour a G c''^(-F„), donnons-nous une mesure de Haar dt^ sur le tore 
Ja{Fy). Pour tout 7 G Q{Fy) avec xil) = 0,1 l'isomorphisme canonique 
Ja = l'y permet de transporter la mesure de Haar dty de Ja{Fy) en une 
mesure de Haar sur I^{Fy). 

Pour tout 7 comme ci-dessus, pour toute fonction localement constante 
/ à support compact sur g{Fy), on peut alors définir l'intégrale orbitale 

0,(/,dt.)= / /(ad(^?.)-S)^. 

J I-y{Fy)\G{Fu) 

Définition 1.7.1. — Soit n un élément de T'^'^^^\ Pour toute fonction 
f localement constante à support compact dans Q{Fy), on définit la k- 
intégrale orbitale de f sur la classe de conjugaison stable a G c(F„) par 
la formule 

0:(/,dt„) = J](inv(7o,7),«:)0,(/,dtJ 
7 
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OÙ 7 parcourt l'ensemble des classes de G {F^)- conjugaison dans la classe 
stable de caractéristique a, où le point base 70 = e(a) est défini par la 
section de Kostant et où àt^ est une mesure de Haar du tore Ja{F^). 

Notons pour mémoire que la définition de la K-intégrale orbitale dépend 
du choix du point géométrique Xp^a dans Xp „ sans lequel on ne peut pas 
relier le groupe de coliomologie H^(F^, J(j) avec le tore dual T et donc 
exprimer la dualité de Tate-Nakayama sous la forme ll.6.4[ 

1.8. Groupes endoscopiques. — Par construction, le groupe dual G 
est muni d'un épinglage (T, B, x+). Soit n un élément du tore maximal T 
dans cet épinglage. La composante neutre du centralisateur de k dans G 
est un sous-groupe réductif qu'on notera H. L'épinglage de G induit sur 
H un épinglage avec le même tore maximal T. Soit H le groupe réductif 
déployé sur k muni d'un épinglage dont le dual complexe est H muni de 
son épinglage. On a alors Out(IH) = Out(]H). 

Considérons le centralisateur (G x Out(G))K de k dans le produit semi- 
direct G XI Out(G). On a la suite exacte 

1 ^ H ^ (G X Out(G))^ ^ 7ro(K) ^ 1 

oii 7ro(K) est le groupe des composantes connexes de (G x Out(G))K- On 
a alors des homomorphismes canoniques 



7ro(/î) 




Out(H) Out(G) 

Définition 1.8.1. — Soit G une forme quasi- déployée de G sur X 
donnée par un Out (G) -iorseî/r pc- Une donnée endoscopique de G sur X 
est un couple {k, p^) avec n comme ci-dessus et où p^ est un 7!-o{K)-torseur 
qui induit pc par le changement de groupes de structure 0(s^{k). 

Le groupe endoscopique associé à la donnée endoscopique (k, p^) est la 
forme quasi- déployée H sur X de M donnée par le OntÇH.) -torseur pn 
obtenu à partir de l'or le changement de groupes de structure o-^[k). 

Il y a une variante pointée de la notion de donnée endoscopique qui est 
utile. Soit X un schéma avec un point géométrique x. Soit G un groupe 
réductif connexe X forme quasi-déployée du groupe constant G définie 
par un homomorphisme p'q : 7ri(X, x) Out(G). 
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Définition 1.8.2. — On appelle donnée endoscopique pointée de G sur 
X un couple {k, p* ) où /t G T et p* est un homomorphisme 

au-dessus de Pq. 

Avec une donnée endoscopique pointée, on peut former un diagramme 
commutât if 



T!-l{X,x) 




Out(H) Out(C;) 

Le groupe endoscopique H associé à la donnée endoscopique pointée 
(k, p*) peut être alors formé à l'aide de l 'homomorphisme p^. 

1.9. Transfert des classes de conjugaison stable. — Soit (/t, p^j) 
une donnée endoscopique comme dans 11.8.11 Soit H le groupe endosco- 
pique associé. On va maintenant définir le transfert des classes de conju- 
gaison stable de iï à G en construisant un morphisme u : Ch —>■ c. 

Par construction, on dispose d'une réduction simultanée des torseurs 
Pg et ph au torseur 

p, -.Xp^^x 

sous le groupe ttq{k). On peut alors réaliser c comme le quotient au sens 
des invariants de Xp^ x t par l'action de W xi 71o{k) cf. 11.3.81 De même, 
on peut réaliser Ch comme le quotient au sens des invariants de Xp^ x t 
par l'action de We x T^oii^)- Pour définir le morphisme — ^ c il suffit 
de définir un homomorphisme 

Wh x vro(fi;) W x 7ro(K) 

compatible avec l'action sur Xp^ xt ce qui nous conduit au lemme suivant. 

Lemme 1.9.1. — Soit We x 7ro(/î) le produit semi-direct défini par 
0]h(/î) : 7ro(/î) — > Out(IH). Soit W x tiq^k) le produit semi-direct défini 
par 0(^{k) : ti:q{k) Out(G). // existe un homomorphisme canonique 

Wh x ttq{k) — > w x tto{k) 
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qui induit l'homomorphisme évident sur les sous-groupes normaux C 
W, induit l'identité sur le quotient 7To{k,) et qui est compatible avec les 
actions de Wh x 7ro(/î) et W xi 7ro(/î) sur t. 

Démonstration. — Rappelons que le centralisateur (W xi Out(G))K de k 
dans W x Out((G) est canoniquement isomorphe au produit semi-direct 
Wh X TTol^î) c/. [55] lemme 10.1]. On en déduit un homomorphisme 9 : 
7i"o('î) — > W X Out((G) de sorte qu'on a un homomorphisme de groupes 

Wh X vro(K) ^ W x^ vro(K) 

oii le second produit semi-direct est formé à l'aide de l'action de 7ro(/î) sur 
W définie par l'homomorphisme 9 : ttq{k) — > W x Out((G) et de l'action 
de W X Out(G) sur W. Cet homomorphisme est visiblement compatible 
avec les actions sur t. 

Il reste à construire un isomorphisme entre produits semi-directs 

W x^ 7ro(K) ^ W X 7ro(K) 

dont le second est formé à l'aide de l'homomorphisme Oç^{k) : 7ro(/î) 
Out((G). Pour tout a e vro(/î), l'élément 9{a) G W x Out(G) s'écrit de 
manière unique sous la forme 9{a) = w(q;)og(q;) oii w{a) G W. Ceci 
nous permet de définir un homomorphisme 

7ro(/î) ^ W X 7ro(/î) 

par la formule a w{a)a. Cet homomorphisme induit un isomorphisme 
W x^ 7ro(K) — ^ W X 7Cq{k,) qui rend le diagramme 

W x^ 7ro(/î) ^ W X 7ro(/î) 



W X Out(G) 

commutatif. En particulier, cet isomorphisme est compatible avec les 
actions sur t. □ 

Au-dessus de l'ouvert semi-simple régulier c'''^ de c, on a un morphisme 
fini et étale 

,.rs . G-rs ^ rs 

ly . ^ ^ 

oii on a noté c^""^^ l'image réciproque de c'"^ dans Ch- Ce morphisme 
réalise le transfert des classes de conjugaison stable de H qui sont semi- 
simples et G-régulières vers les classes de conjugaison stable de G qui 
sont semi-simples régulières. 
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Lemme 1.9.2. — Soient au € c'^~^^{S) un point à valeur dans un 
schéma S et a E c^^{S) son image. Alors, on a un isomorphisme ca- 
nonique entre le tore Ja défini par la formule\Lj7^ et le tore JH,aH défini 
par la même formule appliquée à H . 

Démonstration. — En prenant l'image inverse de 11.3.81 par a, on a un 
W X 7ro(K)-torseur 7rp^,a sur S. De même, on a un xi 7ro(/î)-torseur 
TTp^^aH sur S. Par construction même du morphisme z/ : C// ^ c, on a un 
morphisme 

compatible aux actions de xi ttq{k) et de W xi t[q{k). Par conséquent, 
le deuxième torseur se déduit du premier par le changement de groupes 
de structure W h ^ W x ttq{k) cf. 11.9.11 II suffit maintenant 

d'appliquer la formule 11.4.51 □ 

Remarque 1.9.3. — Soit maintenant S = Spec{F^) où est un corps 
local comme dans 11.61 En choisissant un FJ'^P-point Xp^^a dans le torseur 
^pn,aHi obtient un homomorphisme T^'^^an '■ ~^ ^ 7ro(K). On a 
alors la dualité de Tate-Nakayama [1 .6.41 



Par construction, k G 'J^'^ h >^-^o{n) sorte qu'on peut définir la K-intégrale 
orbitale Oa(/, dt^) suivant [1.7. Il 



1.10. Discriminant et résultant. — Soit $ le système de racines 
associé au groupe déployé (G. Pour toute racine a G $, on note da G k[t] 
la dérivée du caractère a : T ^ G m- Formons le discriminant 

= JJ da G k[t] 

ag<î> 

qui est clairement un élément W-invariant de cette algèbre de polynômes. 
Il définit donc une fonction sur l'espace des polynômes caractéristiques 
c = Spec(fc[t]'^). Soit le diviseur de c défini par cette fonction. 
Rappelons l'énoncé bien connu. 

Lemme 1.10.1. — Le diviseur est un diviseur réduit de c stable 
sous l'action de Out(G). L'ouvert complémentaire de ce diviseur est l'ou- 
vert régulier semi-simple (c^^. 
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Démonstration. — L'image inverse de est le diviseur des hyperplans 
de t définis par les racines, chaque hyperplan étant de multiplicité 2 car 
a et —a définissent le même hyperplan. Le groupe W agit librement sur 
le complément de ce diviseur dans t si bien que le morphisme : t —>■ c 
est étale sur cet ouvert et clairement ramifié le long de ce diviseur. Par 
ailleurs, Out((G) agit sur l'ensemble des racines si bien qu'il laisse stable 
ce diviseur. 

Il reste à démontrer que est un diviseur réduit. Puisqu'il s'agit 
d'une intersection complète, il suffit de montrer qu'un ouvert dense de 
S}(g; est réduit. On peut donc ôter de t les points appartenant à plus de 
deux hyperplans de racines. On se ramène alors à un groupe de rang 
semi-simple un oii l'assertion peut être vérifiée à la main. □ 

Soient X un fc-schéma et G une forme quasi- déployée de (G sur X 
donnée par un Out(G)-torseur pc- En tordant par Pc on obtient un 
diviseur réduit De de c dont l'ouvert complémentaire est c'''^. Soit (k, p^) 
une donnée endoscopique cf. 11.8.11 de G. On a un diviseur 2)e de ce et 
par torsion un diviseur de Ch- 

Lemme 1.10.2. — // existe un unique diviseur effectif de Ce tel 
que 

Démonstration. — Choisissons un sous-ensemble \& C $ — $h tel que 
pour toute paire de racines opposées ±a G $ — <Î>h5 le cardinal de {±a}n 
^ vaut un. Considérons l'idéal de k[t] engendré par la fonction nae-^ 
Cet idéal est invariant sous l'action de We car la fonction Hag-^ se 
transforme sous l'action de Wh par un signe. Le diviseur effectif We- 
invariant défini par cet idéal n'étant pas contenu dans S)e, il existe d'un 
unique diviseur effectif de ce qui vérifie alors la relation dans l'énoncé 
du lemme. □ 

1.10.3. — En tordant ÎHjf par p^, on obtient un diviseur effectif sur 
Ch qui vérifie la relation 

1.11. Le lemme fondamental pour les algèbres de Lie. — On est 

maintenant en position d'énoncer le lemme fondamental pour les algèbres 
de Lie, conjecturé par Langlands et Shelstad et Waldspurger. 

Soient un corps local non-archimédien, 0^ son anneau des entiers 
et V : — * Z la valuation discrète. Soit F, le corps résiduel de 0^,. Soit 
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= Spec(O^). Soit F^'^P une clôture séparable de Fy. Celle-ci définit un 
point géométrique x de Xy. 

Soit G une forme quasi-déployée de G sur 0^, définie par un homo- 
morphisme Pq : 7ii{Xy,x) —>■ Out(G). Considérons une donnée endosco- 
pique pointée {k, p") formée d'un élément k G T et d'un homomorphisme 
p' : 7ri(X„,x) — > hq^h) au-dessus de Pq cf. I1.8.2[ On a alors un schéma 
en groupes réductifs H au-dessus de Xy et un morphisme de X^-schémas 
Ch c. 

Soit an € CniOy) d'image a G c(O^) fl c^^{Fy). Choisissons une mesure 
de Haar dty sur le tore Ja{Fy). D'après le lemme [T. 9 .21 on a un isomor- 
phisme entre les tores Ja et JH,a„ de sorte qu'on peut transporter la 
mesure de Haar dt^ sur JH,a„{Fy). 

En choisissant un F^'^P-point Xa comme dans 11.9.31 on peut définir la 
K-intégrale orbitale de n'importe quelle fonction localement constante 
à support compact dans Q{Fy). Notons Ig,^ la fonction caractéristique de 
g{Oy) dans g{Fy) et la fonction caractéristique de i){Oy) dans i){Fy). 

Théorème 1.11.1. — Avec les notations ci-dessus, on a V égalité 

0^(lg,„,dt,)=g^^ï-('^-)SO,,(l^„,dt,) 

où r%^y{aH) = degy{a*H^f). 

Ce théorème est la variante pour les algèbres de Lie de la conjecture 
originale de Langlands et Shelstad qui porte sur les groupes de Lie sur 
un corps local non-archimédien. Cette variante a été formulée par Wald- 
spurger qui a démontré qu'elle implique la conjecture originale pour les 
groupes de Lie. Il a aussi démontré que le cas oii F est un corps local 
de caractéristique positifve ne divisant pas l'ordre de W implique le cas 
oii F est un corps local de caractéristique nulle et dont la caractéristique 
résiduelle ne divise pas l'ordre de W cf. \78\ . Nous nous limitons au 
premier cas. 

L'énoncé original de Langlands-Shelstad est sensiblement plus com- 
pliqué notamment à cause de la présence d'un signe dans le facteur de 
transfert. Dans [44J, Kottwitz a établi le lien entre le facteur de transfert 
de Langlands-Shelstad et la section de Kostant qui nous permet d'énoncer 
la conjecture de Langlands et Shelstad sous cette forme plus simple. Dans 
le cas des groupes classiques, Waldspurger a donné une forme plus ex- 
plicite de cette conjecture dans [77] . Haies a également écrit un article 
d'exposition fort agréable [31] sur l'énoncé de la conjecture de Langlands- 
Shelstad. 
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1.11.2. — Notons que l'énoncé ci-dessus s'étend trivialement au cas oii 
on part d'un élément G c'^~'''^(F„) qui n'est pas dans Ciï(0„). Dans ce 
cas, on a également a ^ c(O^). Ceci se déduit en effet du critère valuatif 
de propreté appliqué au morphisme fini vh '■ <^h ^ c. Il est alors évident 
que les intégrales orbitales 0[J(lg„, dt^,) et SOa^(lfj„, dt„) sont nulles. 

1.11.3. — Notons enfin que l'égalité de diviseurs 
qui se déduit de 11.10.3] implique 

avec Anian) = g-deg('ï|/Sff)/2 et Ada) = g-dcg(a*3G)/2, Ceci permet de 
récrire la formule 11.11.11 sous la forme plus habituelle 

AG(a)0^(lg„,dt,) = AH{aH)SOaM^^,dQ. 

1.12. Le lemme fondamental non standard. — Dans [79j, Wald- 
spurger a formulé une variante de la conjecture de Langlands-Slielstad 
qu'il appelle le lemme fondamental non standard. Dans ce paragraphe, 
nous allons rappeler cette conjecture. 

Soient Gi et G2 deux groupes réductifs déployés sur k avec épinglages. 
Pour tout i G {1,2}, on a en particulier un tore maximal Tj de Gj, 
l'ensemble des racines $j C X*(Tj), l'ensemble des racines simples Aj C 
$j ainsi que l'ensemble des coracines $^ C X*(Tî). Le quintuplet 

(X*(T,),X,(T,),<Î>„<Î>,^A,) 

est la donnée radicielle associée au groupe épinglé Gj et qui le détermine 
à isomorphisme unique près. 

Définition 1.12.1. — Une isogégie des données radicielles entre Gi et 
G2 consiste en un couple d'isomorphismes de (Q,- espaces vectoriels 

^* : X*(T2) ® Q ^ X*(Ti) ® Q 

et 

i), : X,(Ti) ® Q — > X,(T2) ® Q 

duaux l'un de l'autre tels que ip* envoie bijectivement l'ensemble des Q- 
droites de la forme Qa2 avec «2 G $2 sur l'ensemble des Q-droites de 
la forme Qai avec «i G $1 en envoyant les droites des racines simples 
sur les droites des racines simples et de même pourip^ avec les ^-droites 
engendrées par les coracines. 
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Exemple 1.12.2. — Deux groupes semi-simples ayant le même groupe 
adjoint ont des données radicielles isogènes. En effet dans ce cas, on a 
un isomorphisme canonique X*(Ti) ® Q — * X*(T2) ® Q qui respecte 
l'ensemble des racines et celui des racines simples et dont l'isomorphisme 
dual respecte les coracines. 

Exemple 1.12.3. — L'exemple le plus intéressant est celui de deux 
groupes réductifs duaux au sens de Langlands. Par définition, la donnée 
radicielle du groupe dual G s'obtient à partir de celle de G en échangeant 
le groupe des caractères avec le groupe des cocaractères, l'ensemble des 
racines avec l'ensemble des coracines. Considérons la décomposition en 
somme directe de Q-espaces vectoriels 

X*(T)®Q = Q<Î>©X*(Zg) ® Q 
X,(T)®Q = Q<Î>^©X,(Zg)®Q. 

oii Q$ est le sous-espace vectoriel de X*(T) ® Q engendré par les racines 
et X*(Z(g) est le groupe des caractères du centre de G. L'application 
a ^ induit un isomorphisme d'espaces vectoriels (Q$ — »• (Q$^ qui 
envoie les droites de la forme (Q/3 pour une certaine racine j3 sur les droites 
de la forme Q/?'^ pour une certaine coracine (3' . L'application linéaire 
duale a la même propriété. Les cas intéressants sont les cas -B„ C^, 
et G 2 o\x il existe des racines de longueur différente. On se réfère à |79[ 
page 14] pour une discussion plus détaillée. 

1.12.4- — Puisque la réflexion associée à une racine a ne dépend que 
de la Q-droite passant par a, les isomorphismes ip* et ip^ induisent un 
isomorphisme entre les groupes de Weyl Wi ^ W2 de deux groupes 
réductifs Gi et G2 appariés. 

1.12.5. — Soient Gi et G2 deux groupes déployés dont les données 
radicielles sont isogènes. Soit Outi2 le groupe des automorphismes de 
X,,(Ti) Q qui laissent stables $1, Ai mais également X*(T2),$2, A2 
vu comme sous-ensembles de X^,(Ti) © (Q et de même pour les automor- 
phismes duaux de X*(Ti) © (Q. Pour tout /c-schéma X, pour tout Outi2 
torseur pi2, on peut tordre Gi et G2 munis de leurs épinglages par pi2 
pour obtenir des formes quasi-déployées Gi et G2. Les couples des formes 
quasi-déployées obtenus par ce procédé sont appelés appariés. 

Étant donné l'isomorphisme ip* entre les Q-espaces vectoriels 
X*(Ti)®Q~X*(T2)®Q, 
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on peut comparer la position de deux réseaux X*(Ti) et X*(T2) vus 
comme réseaux dans un même Q-espace vectoriel. Un nombre premier p 
est dit bon par rapport à ^Z'* si p ne divise pas les entiers 

|X*(Ti)/(X*(Ti) nX*(T2))| et |X*(T2)/(X*(T2) n X*(Ti))|. 

Si k est un corps de caractéristique bonne par rapport à ip*, celui-ci 
induira un isomorphisme X*(Ti) /c ^ X*(T2) ® A;. 

Lemme 1.12.6. — Soient Gi et G2 deux groupes appariés au-dessus 
d'une base X de bonnes caratéristiques résiduelles. Soient Ti et T2 les 
tores maximaux des épinglages de Gi et G2 et ti, t2 leurs algèbres de Lie. 
Alors il existe un isomorphisme canonique ti — >• t2 et un isomorphisme 
compatible u : — ^ • 

Démonstration. — On a 

ti = Spec(Symo^(X*(Ti) ® Qx)) 

ou SymQ^(X*(Tj) ® Ox) est la Ox-algèbre symétrique associé au (Dé- 
module libre X*(Tj) ® Ox- Si les caractéristiques résiduelles de X sont 
bonnes, ip* induit un isomorphisme de Ox-modules libres 

X*(T2) ® Ox — ^ X*(Ti) ® Qx 

et donc un isomorphisme ti — >t2. On a déjà vu que (■?/'*,'?/'*) induit un 
isomorphisme Wi — > W2 qui est visiblement compatible avec leurs ac- 
tions sur ti ^t2. Il en résulte un isomorphisme entre 

Cl = Spec(Symo^(X*(T,) ® Ox))^' 

et 

C2 = Spec(Symo^(X*(T,) ® Ox))^'. 

En appliquant la torsion extérieure par pi2, on obtient l'isomorphisme 
Cl = C2 qu'on voulait. □ 

Mettons-nous sous l'hypothèse du lemme précédent. Soit X le disque 
Spec(O^) oii 0^, = fc[[et,]] avec k un corps fini de caractéristique bonne par 
rapport à ip*. Soient «i G Cc^iO^) et 02 G Ccgl^f) ^^Is que z/(ai) = 02. 
L'isogénie Ti T2 donnée par ip* induit par torsion une isogénie des 
tores Ja^ —>■ d'après ll.4.3[ De plus, l'isogénie induit un isomor- 
phisme entre les algèbres de Lie de ces tores sous l'hypothèse que la 
caractéristique est bonne par rapport à ip. On peut donc transporter des 
mesures de Haar de Ja^{Fy) à Ja^iF^) et inversement. On va utiliser la 
même notation dt^, pour ces mesures de Haar compatibles. 
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Théorème 1.12.7. — On a l'égalité suivante entre les intégrales orbi- 
tales stables 

SOaj(lGi,dt^) = 80^2(102, dit,) 
où est la fonction caractéristique du compact gi{Oy) dans 0î(-F!u). 

Cet égalité a été conjecturée par Waldspurger qui l'appelle le lemme 
fondamental non standard. Dans |79] . il a démontré que la conjonction du 
lemme fondamental ordinaire 11.11.11 et du lemme non standard ci-dessus 
implique le lemme fondamental tordu. 

1.13. Formule globale de stabilisation. — Revenons à la conjecture 
de Langlands-Slielstad. Le lemme fondamental consiste en une identité 
d'intégrales orbitales locales. Il sera néanmoins nécessaire de le replacer 
dans son contexte global d'origine qui est la stabilisation de la formule 
des traces. Nous allons donc passer en revue la structure de la partie 
anisotrope sur un corps global de caractéristique positive. Cette revue 
nous servira de guide plus tard pour étudier la structure de la cohomologie 
de la fibration de Hitcliin. 

Soient = Fg et F le corps des fonctions rationnelles sur une courbe 
projective lisse géométriquement connexe X sur k. Pour tout point fermé 
V e |X|, notons la complétion de F selon la valuation définie par v 
et 0^ son anneau des entiers. Pour simplifier, nous allons supposer dans 
cette discussion que G est un groupe adjoint déployé. 

Pour toute classe ^ G H^(F, G), on note la forme intérieure de G 
définie par l'image de ^ dans {F, G''^'^) . On appellera la forme G^ ainsi 
définie une forme intérieure forte. Au lieu de considérer la formule des 
traces de G, on va considérer la somme des formules des traces sur les 
formes intérieures fortes qui sont localement triviales. La stabilisation 
de la somme devient plus simple et en plus, admet une interprétation 
géométrique directe. Le processus de stabilisation qu'on va présenter est 
du à Langlands et Kottwitz, voir [iS\ et [41] . Nous reprenons ici l'expo- 
sition de |56] . 

Considérons donc la somme 

(1.13.1) Yl E 07(1^) 

oii 

- ker^(F, G) est l'ensemble des classes d'isomorphisme des G-torseurs 
sur F d'image triviale dans les B.^{Fy, G) pour tous v E \X\. 
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- est la forme de q sur F définie par C,- 

- 7 parcourt l'ensemble des classes de conjugaison régulières semi- 
simples de 0^ (F) dont le centralisateur dans Q^{F (8>fc k) est un tore ani- 
sotrope. 

- 0^(1d) est l'intégrale orbitale globale 

0,{Id) = [ lD{^d{g)-'^)dg 
Jgî,{f)\g(a) 

de la fonction 

1d = (g) 1d„ : 0(A) C 

v<^\X\ 

lo^ étant la fonction caractéristique du compact ouvert e~'^'"Q(Ov) de 
Q{Fy), les entiers dy étant des entiers pairs, nuls sauf pour un nombre fini 
de places v. L'intégrale est convergente pour les classes anisotropes 7. 

- dg est la mesure de Haar normalisée de G (A) de telle façon que 
G{Oa) soit de volume un. 

Considérons le morphisme caractéristique de Chevalley x '■ ô ^ ^ ainsi 
que ses formes tordues 

■ — ^ c 

par les classes ^ G H^(F, G). Notons que le groupe des automorphismes 
de G agit sur c à travers le groupe des automorphismes extérieurs de sorte 
que la torsion par les ^ n'affecte pas c. Toute classe de conjugaison 7 de 
Q^{F) définit donc un élément a G c{F). Comme le centralisateur de 7 
semi-simple régulier ne dépend que de a, il existe un sous-ensemble c'^°'(F) 
de c(F) des éléments a provenant des classes 7 semi-simples régulières et 
anisotropes dans Q^{F (8>fc k). La somme fll.l3.ip peut se réécrire comme 
une somme sur les a G c™'(-F) : 

(1.13.2) E E E o^(i^)- 

Pour chaque élément a G c^'^'(F), la section de Kostant 11.2.11 produit 
un élément 70 = e(a) G q{F) d'image x(7o) = et. On a noté Jq le centrali- 
sateur de 7o. Puisqu'on s'est restreint à la partie semi-simple régulière 
anisotrope, Ja est un tore anisotrope. Le tore dual Ja défini sur est 
muni d'une action finie de P = Gal(F/F) telle que le groupe des 
points fixes est un groupe fini. 
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Pour tout ^ G ker^(F, G), les classes de conjugaison 7 G Q^{F) telles 
que xil) = sont en bijection avec les classes de coliomologie 

a = inv(7o,7) G H^(F, J„) 

dont l'image dans H.^{F,G) est l'élément ^. Ainsi l'ensemble des paires 
(^,7) de la somme (11.13.21) 011 ^ G ker^(F, G) et 7 est une classe de 
conjugaison de ô^{F) d'image a G c^'^'(F) est en bijection avec 

ker[H^(F,J„)^ ^R\F,,G)]. 

vG\X\ 

Pour qu'une collection de classes de conjugaison {■yv)v<^\x\ de g{Fy) avec 
xilv) = 0, provienne d'une paire (^,7) de la somme (11.13.2p . il faut et il 
suffit que = 7o pour presque tout v et que 

(1.13.3) "^ay\fr = 

vG\X\ 

011 a„ = inv„(7o, •jv) d'après [38] . Si c'est le cas, le nombre de paires (^, 7) 
qui s'envoient sur cette collection {■yv)vi^\x\ est égal au cardinal du groupe 

ker^(F, Ja) = ker[Hi(F, ^ R\F,, JJ]. 

De x\ 

On va maintenant faire entrer en jeu les intégrales orbitales locales. 
Pour définir celles-ci, on a besoin d'une mesure de Haar du centralisa- 
teur. Pour tout a, on va choisir une forme volume invariante de la fibre 
générique de Ja- Une telle forme existe et unique à un scalaire près. Elle 
induit en chaque place v une mesure dt„ de Ja{Fjj) dont le produit ten- 
soriel <S>ve\x\ dépend plus du choix de la forme volume. C'est la 

mesure de Tamagawa. 

La somme (11.13.21) se réécrit comme suit 

(1.13.4) Yl Iker^F, J„) I r(J,) l[0,^{ln^,àQ 

011 les 7^ sont des classes de conjugaison de Q{Fy) vérifiant l'équation 
ffTTOD et où 

r(Jj = vol(J,(F)\J,(A), (g) dt,) 

v£\X\ 

est un nombre de Tamagawa. En mettant en facteur le nombre de Ta- 
magawa T{Ja), on trouve une somme de produits d'intégrales orbitales 
locales Ylv 0^^{lDy, dty) au lieu des intégrales orbitales globales 0^{1d)- 
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En appliquant la formule d'Ono [59] 

\keT\F,Ja)\ t{J,) = \MJ^) 
la somme 01.13.2p devient 

(1-13.5) Yl Yl ii^,À^D.,àQ 

OÙ les (7t,) vérifient la condition (11.13.31) . Notons qu'avec l'hypothèse Ja 
anisotrope, le groupe est un groupe fini de sorte que 7ro(Jf ) = . 

En utilisant la transformation de Fourier sur le groupe fini J^, la 
somme fil. 13. 21) devient 

(1.13.6) Yl E 0:(1d, (g) dt,) 
avec 

(1.13.7) 0:(1b, (g) dt,) = H Y (mv.(7o,7.),«^)0-,,(lD.,dt,). 

L'opération suivante consiste à permuter la sommation sur les a et la 
sommation sur les k. En choisissant un plongement de Ja dans G, k définit 
une classe de conjugaison semi-simple [n]. L'intersection fl [k] de 
avec la classe de conjugaison [k] ne dépend pas du choix de plongement 
de Ja dans G. La somme (I1.13.2p devient maintenant 

(1.13.8) E E E Oa(li>, (g) dt.). 

MeG/~aec''"i(^)Kejrn[K] fG|x| 

Rappelons qu'on a supposé que G est un groupe semi-simple adjoint. 
Pour chaque classe de conjugaison [k] on choisit un représentant k E G. 
Comme G est un groupe semi-simple simplement connexe, G^ est un 
groupe réductif connexe. Soit H = G,^ et H \e groupe réductif dual de 
H. Comme on ne s'intéresse qu'à la partie anisotrope on écarte tous les H 
qui ne sont pas semi-simples. Supposons donc H semi-simple et regardons 
le morphisme 

UH : e^\F) c^"(F). 

Un élément a est dans l'image de uh si et seulement si fl [k] est non- 
vide. En général, on a une bijection canonique entre l'ensemble fl [k] 
et l'ensemble des an G c|^^(F) dans la préimage de a. 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 



31 



En supposant le lemme fondamental, la somme (11.13.21) devient 
(1.13.9) Yl Yl SOa(lD, (g) dt,). 

OÙ la première somme porte sur l'ensemble des classes d'équivalence des 
groupes endoscopiques elliptiques de G. 

Comme nous avons remarqué dans |55l 1] , le comptage des points à va- 
leurs dans un corps fini de l'espace de module des fibrés de Higgs donne 
essentiellement l'expression (11.13.21) . On y a d'ailleurs proposé une in- 
terprétation géométrique du processus de stabilisation (I1.13.2p = (ll.l3.6l) 
comme une décomposition de la cohomologie de la fibration de Hitchin 
par rapport à l'action de ses symétries naturelles. Il s'agit donc d'une 
décomposition en somme directe d'un complexe pur sur la base de la 
fibration de Hitchin. 

L'égalité (I1.13.2p = (ll.l3.9l) peut alors être interprété comme une égalité 
dans un groupe de Grothendieck entre deux complexes purs. Le théorème 
16.4.31 est une variante précise de cette interprétation dont on en déduira 
le lemme fondamental de Langlands-Shelstad ll.ll.Tl 

2. Centralisateur régulier et section de Kostant 

Nous rappelons dans ce chapitre la construction du centralisateur 
régulier et du morphisme du centralisateur rgulier vers le centralisateur 
de |55j . Nous rappelons aussi la description galoisienne du centralisateur 
rguher de Donagi et Gaitsgory |19] . 

On garde les notations de 11.31 En particulier, G est un groupe réductif 
déployé sur un corps k et G est une forme quasi-déployée de G sur un 
fc-schéma X. On suppose que la caractéristique de k ne divise pas l'ordre 
de W. 

2.1. Centralisateur régulier. — Soit / le schéma en groupes des 
centralisateurs au-dessus de q. La fibre de I au-dessus d'un point a; de g 
est le sous-groupe de G qui centralise x 

Ix = {g ^ G\ad{g)x = x}. 

La dimension de dépend en général de x de sorte que I n'est pas plat 
sur g mais la restriction F'^^ de I k l'ouvert g^'^^ est un schéma en groupes 
lisse de dimension relative r. Puisque sa fibre générique est un tore, c'est 
un schéma en groupes commutatif lisse. 
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Le lemme |55[ 3.2] suivant est le point de départ de notre étude de la 
fibration de Hitchin. Pour la commodité du lecteur, nous allons rappeler 
brièvement sa démonstration. 

Lemme 2.1.1. — // existe un unique schéma en groupes lisse commu- 
tatif J sur c muni d'un isomorphisme G-équivariant 

De plus, cet isomorphisme se prolonge en un homomorphisme x*J I ■ 

Démonstration. — Soient xi,X2 deux points de Q^'^^ik) tels que xi^i) = 
x{x2) = a. Soient I^^ et I^^ les fibres de I en xi et X2. Il existe g G G{k) tel 
que ad{g)xi = 0:2. La conjugaison par g induit un isomorphisme Ixi —>■ 1x2 
qui de surcroît ne dépend pas du choix de g puisque I^^ est commutatif. 
Ceci permet de définir la fibre Ja de J en a. 

La définition de J comme un schéma en groupes affine au-dessus de c 
se procède par descente fidèlement plate. Notons II^^ et I^"^^ les schémas 
en groupes sur g^^^ q^"^^ images réciproques de F^^ = /|gi-og par la 
première et la deuxième projection. La donnée de descente de P"^^ le long 
du morphisme x^^^ '■ d^'^^ ^ consiste un en isomorphisme (T12 : I^'^^ 
II^^ qui vérifie une condition de cocycle. Nous allons construire (T12 en 
laissant le soin de vérifier la condition de cocycle au lecteur. 

La construction de l'isomorphisme au se fait aussi par descente. Consi- 
dérons le morphisme 

défini par {g,x) — > (a;, ad(5')a;). C'est un morphisme lisse surjectif donc 
a fortiori fidèlement plat. Au-dessus de G x g^'^^, on a un isomorphisme 
canonique entre /['^^ et Jg^^ qui consiste en la structure G-équivariante de 
/. Pour que cet isomorphisme descende à g^'^^ >^cQ^'^^j il faut vérifier une 
identité au-dessus du carré de G x g^'^^ au-dessus de g'^'^^ x^ g^'^^. Après 
avoir identifié ce carré à G x J[^^, l'identité à vérifier se déduit de la 
commutativité du g^'^'^-schéma en groupes /[^^. 

On a donc construit un schéma en groupes lisse commutatif J au-dessus 
de c muni d'un isomorphism G-équivariant x*J\ 

grog ^ /|grog. Cet isomor- 
phisme s'étend en un homomorphisme de schéma en groupes x*J^I 
puisque x*J 6st un A;-schéma lisse, I est un fc-schéma affine et de plus 
X*J — X* ■As'^"^ 6st un fermé de codimension trois de x*J- D 

Nous appelons J le centralisateur régulier. On peut en fait prendre 
comme définition J := e*I 011 e est la section de Kostant de ll.2[ Notons 
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que J est muni d'une structure (Gm-équivariante pour l'action de Gm sur 
c définie par les exposants. Par descente, on a un schéma en groupes sur 
[c/Gm] qu'on notera également J, voir |55l 3.3]. 

2.2. Sur le quotient [g/G]. — Le morpliisme de Chevalley X • 
c étant G-invariant, il se factorise par le champ quotient [g/G] et le 
morphisme 

[X] ■■ [s/G] - c. 

Rappelons que [q/G] associe à tout /c-schéma S le groupoïde des couples 
{E, (j)) oii E est un G-torseur sur S et oh (j) est une section du fibré adjoint 
ad(£^) associée à la représentation adjointe de G. 

Au-dessus de c, on a défini un schéma en groupes commutatif lisse J. 
Soit BJ le classifiant de J qui associe à tout c-schéma S le groupoïde 
de Picard des J-torseurs sur S. Le lemme 12.1.11 montre qu'on a une 
action de B J sur [g/G] au-dessus de c. En effet, on peut tordre un couple 
{E, 0) G [g/G] (S) par un J-torseur à l'aide de l'homomorphisme x*J ~^ I 
de [2Xn 

Proposition 2.2.1. — Le morphisme [x^'^^] '■ W^^/G] —>■ c est une gerbe 
liée par le centralisateur régulier J. De plus, cette gerbe est neutre. 

Démonstration. — L'assertion que [x^"^^] est une gerbe se déduit du fait 
que la restriction de l'homomorphisme x*J ^ ^ ^ 9^'^^ 6st un isomor- 
phisme G-équivariant par construction de J. La section de Kostant e : 
c — > g''^^ composée avec le morphisme quotient g'''^^ —>■ [q'^'^^/G] neutralise 
la gerbe. Nous noterons ce point [e] : c ^ [g'''^s/G]. □ 

2.2.2. — Il n'est donc pas déraisonnable de penser [g/G] comme une 
sorte de compactification du champ de Picard BJ. C'est une moule avec 
laquelle on fabrique des situations géométriques plus concrètes comme 
la fibre de Springer affine et la fibration de Hitchin en évaluant sur de 
différents schémas S. Pour les fibres de Springer affines, on l'évalue sur 
l'anneau des séries formelles à une variable cf. [3l Pour la fibration de Hit- 
chin, on l'évalue sur une courbe projective lisse cf. Hl Pour cette dernière, 
on a besoin de tenir compte aussi de l'action de G^ qui agit par ho- 
mothétie sur g. 

2.2.3. — Le centralisateur régulier J est muni d'une action de Gm qui 
relève l'action de Gm sur c. Le classifiant BJ au-dessus de [c/Gm] agit 



34 



NGÔ BAO CHÂU 



sur [q/G X (Gm]- Ce dernier contient comme ouvert [q^'^^/G x Gm]- Le 
morphisme 

(2.2.4) [X'''VG^] : [q'^^VG X Gm] ^ [c/G™] 

est encore une gerbe liée par J . Cette gerbe n'est pas neutre en général. 
Elle le devient néanmoins après l'extraction d'une racine carré du fibré 
inversible universel sur BGm- Considérons l'homomorphisme [2] : Gm 
Gm défini par t t'^. Il induit un morphisme B[2] : BG^ — ^ BGm qui 
consiste en l'extraction d'une racine carré du fibré inversible universel sur 
BGm. Nous indiquons par un exposant [2] le changement de base par ce 
morphisme. En particulier, on a un morphisme 

Ix/Gj'^ : [q/G X <Gj'^ [c/Gj'K 

En effet, [c/G^]'^^ est le quotient de c par l'action de Gm définie comme 
le carré de l'action par les exposants et [g/G x Gm]'^' est le quotient de 
Q par l'action adjointe de G et le carré de l'homothétie. Considérons le 
composé de deux homomorphismes 

Gttt, — ^ T X Gtt^ — ^ G X Gy-^ 

dont le premier est défini par t {2p{t),t) où 2p est la somme des co- 
racines positives. La section de Kostant 11.21 e : c — g est équivariante 
par rapport à cet homomorphisme de sorte qu'il induit une section de 
[x/Gm]'^^- Nous pouvons reformuler ce qui précède d'une façon plus com- 
mode à l'usage. 

Lemme 2.2.5. — Soient S un k-schéma muni d'un fibré inversible D 
et ho : S ^ BGm le morphisme associé vers le classifiant de Gm- Soit 
a : S ^ [c/Gm] un morphisme au-dessus de ho. La section de Kostant 
et le choix d'une racine carré D' de D définit une section 

[e]^'(a):5^[g^'=VGxG„]. 

2.3. Le centre de G et les composantes connexes de J. — Le 

contenu de ce paragraphe est bien connu. 

Proposition 2.3.1. — Si G est un groupe de centre connexe, le cen- 
tralisateur régulier J a des fibres connexes. 

Démonstration. — Dans le cas d'un élément nilpotent régulier, il s'agit 
d'un théorème de Springer cf. |72[ III, 3.7 et 1.14] et |70[ théorème 
4.11]. Le cas général s'y ramène par la décomposition de Jordan. Soit 
X G g(Â;) un point géométrique de g qui est régulier. Soit x = s + n 
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sa décomposition de Jordan oii s G Q{k) est un élément semi-simple et 
n G Q{k) est un élément nilpotent tel que [x,n] = 0. D'après |35[ 3, 
lemmes 5 et 8], le centralisateur de x est un sous-groupe réductif 
connexe de G et de plus son centre est connexe. On applique donc le 
théorème de Springer à l'élément nilpotent régulier n de Lie(G<j)- CH 

Corollaire 2.3.2. — Pour tout x G Q'^^^ik), rhomomorphisme cano- 
nique Zg Ix induit un homomorphisme surjectif ttq{Zg) ttq{Ix). 

Démonstration. — Soient G^'^ le groupe adjoint de G et J^'^ le centrali- 
sateur de xdans G'^'^. On a la suite exacte 

I^Zg^Ix^ If ^ 1. 

Puisque If est un groupe connexe par la proposition qui précède, la 
flèche canonique hq^Zg) T^oi^x) est surjective. □ 

2.4. Description galoisienne de J. — A la suite de Donagi et Gaits- 
gory [19] . on peut décrire le schéma en groupes J au-dessus de c à l'aide 
du revêtement fini et plat tt : t — > c. Notre présentation sera un peu 
différente de la leur. 

Considérons la restriction à la Weil du tore T x t sur t 

n := JJ(T X t) = 7r,(r X t). 

Comme groupe abélien fibré au-dessus de c, on a 

U{S) = Homt(5 x,t,T X t) 

pour tout c-schéma S. Ce foncteur est représentable par un schéma en 
groupes commutât if au-dessus de c puisque le morphisme t — >^ c est fini et 
plat. Comme la restriction à la Weil préserve la lissité, H est un schéma 
en groupes lisse et commutatif au-dessus de c de dimension relative rjj W. 
Au-dessus de l'ouvert c'''^, le revêtement P c^^ est fini étale de sorte 
que la restriction de H à cet ouvert est un tore. 

Le S-schéma en groupes fini étale W agit simultanément sur T et t. 
L'action diagonale de W sur T x t induit une action de W sur H. Les 
points fixes par W définit un sous-foncteur fermé de H. 

Lemme 2.J^.1. — Le sous-schéma fermé de U est un schéma en 
groupes commutatif et lisse au-dessus de c. 



36 



NGÔ BAO CHÂU 



Démonstration. — Puisque l'ordre de W est premier à la caractéristique, 
les points fixes de W dans le schéma lisse H forme un sous-schéma fermé 
lisse sur k. Soient x un point géométrique de H fixe sous l'action 
de et a son image dans c. Soient T^, l'espace tangent de H en a; 
et Ta l'espace tangent de c en a. Puisque H est lisse au-dessus de c, 
l'application T^; — > est surjective. L'espace tangent T^J^ de en x 
est le sous-espace vectoriel de des vecteurs fixes sous W. Puisque la 
caractéristique p du corps de base k ne divise pas jl W, la restriction de 
Tj, — >• Tq à la partie l^-fixe est encore surjective. Il s'ensuit que est 
un schéma lisse au-dessus de c. □ 

La proposition qui suit est un renforcement de ll.4.2[ 

Proposition 2.4-2. — // existe un homomorphisme canonique J ^ 
qui de plus est un isomorphisme au-dessus de V ouvert c^^ de c. 

Démonstration. — Commençons par construire un homomorphisme de 
J dans la restriction à la Weil 7r^,(T x t). Par adjonction, il revient au 
même de construire un homomorphisme 

7r*J^ T X t 

de schémas en groupes au-dessus de t. 

Pour ce faire, nous avons besoin de la résolution simultanée de Gro- 
thendieck-Springer. Soit g le schéma des couples (x, gB) oii a; G et 
gB & G/B qui vérifie a.à{g)~^{x) G Lie(i?). Ici, B désigne le sous-groupe 
de Borel de l'épinglage de G. Notons vTg : g — g la projection sur la 
variable x. La projection Lie(-B) — > t définit un morphisme X • t qui 
complète le carré commutatif 




De plus, si on se restreint à l'ouvert q^'^^ de g, on obtient un diagramme 
cartésien 





^rcg 



reg 







reg 
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D'après 12.1.11 {x^^^)*J = -^Igi-^g si bien que pour construire un homomor- 
phisme de t-schémas en groupes 7r*J ^ (T x t), il suffit de construire un 
homomorphisme de g^'^'S-schénias en groupes 

qui soit G-équivariant. Nous avons besoin d'un lemme. 

Lemme 2.4-3. — Pour tout {x,gB) G Q^^^{k), on a C a,d{g)B. 

Démonstration. — L'assertion est claire pour les éléments x qui sont 
réguliers semi-simples. En effet, pour ceux-ci, le centralisateur est un 
tore qui agit la fibre 7r~^(a;). Puisque celle-ci est un ensemble discret, 
l'action du tore est nécessairement triviale. 

Considérons le schéma en groupes H au-dessus de q^^^ dont la fibre 
au-dessus de (x, gB) G g^'^^ est le sous-groupe de Ix des éléments h tels 
que h G gBg^^. Par construction, c'est un sous-schéma en groupes fermés 
de (vTg^^)*/ qui coïncide avec (7rg'^^)*/|grcg au-dessus de l'ouvert dense des 
couples {x,gB) avec x réguliers semi-simples. Or (7rg®s)*/|greg est plat sur 
Q^"^^, ce sous-schéma en groupes est nécessairement égal à {n'^^^yilgvos. □ 

Considérons le schéma en groupes S au-dessus de G/B dont la fibre au- 
dessus de gB est le sous-groupe ad{g)B de G. Notons 5|grog le changement 
de base de 5 à g^^^. Le lemme ci-dessus montre qu'au-dessus de g^"^^, on 
a un homomorphisme 

/|grcg > B I grcg . 

Par ailleurs, on dispose d'un homomorphisme de 5 dans le G/B-toie 
T X G/B. En composant, on obtient un homomorphisme G-équivariant 

/ig^cg ^Txr*^ 

qui est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier semi-simple. Au-dessus 
du lieu régulier semi-simple, l'action de W sur /|grcg se transporte sur l'ac- 
tion diagonale de T x g^^. Par adjonction, on obtient un homomorphisme 

qui se factorise par le sous-foncteur des points fixes sous l'action diagonale 
de W sur (7rg),(T x g""^). 

Par descente, on obtient un homomorphisme J —>■ qui est un iso- 
morphisme au-dessus de c"^^. □ 
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La proposition précédente admet la variante suivante. Considérons une 
réduction p A®'' Out((G) = pc du torseur pc cf. 11.3.61 On dispose alors 
un revêtement fini plat vr^ : Xp x t ^ c qui est génériquement étale ga- 
loisien de groupe de Galois W x Op cf. I1.3.8[ Ceci fournit une description 
légèrement différente de J^. 

Lemme 2.4-4- — canoniquement isomorphe au sous-schéma des 

points fixes dans la restriction des scalaires à la Weil 

J] (TxXpXt) 

(XpXt)/c 

pour l'action diagonale de W x 0p sur T x Xp x t. 

Démonstration. — L'assertion à démontrer étant locale pour la topologie 
étale de X, on peut supposer que p est trivial. Dans quel cas, elle est 
immédiate. □ 

En suivant |19j . nous allons définir un sous-faisceau J' de que nous 
démontrerons qu'il coïncide avec l'image de J ^ J^. Cette définition 
nécessitera un peu de préparations. La construction qui suit est locale 
pour la topologie étale de la base X de sorte qu'on peut supposer G 
déployé. Pout toute racine a G $, soit l'hyperplan de i noyau de 
l'application linéaire àa : i ^ (Ga. Soit G ly la réflexion par rapport 
à l'hyperplan ha- Soit T^" le sous-groupe de T des éléments fixes par s a- 
On a alors l'inclusion 

a{T'") C {±1}. 

Soient x un point géométrique de t tel que s a {x) = x et a son image dans 
c. Puisque est la partie ly-invariante du faisceau nt/c(-^ x t), on a un 
homomorphisme canonique de dans la fibre T x {x} dont l'image est 
contenue dans T*" x {x}. En composant avec la racine a : T — >■ Gm, on 
obtient un homomorphisme : Jl ^ Gm d'image contenue dans {±1}. 

Soit J° le sous-schéma en groupes ouvert des composantes neutres de 
J^. Par construction J° est la composante neutre de de sorte que J° 
est contenu dans le noyau de a^. 

Définition 2.4-5. — Soit J' le sous-foncteur de défini comme suit. 
Pour tout c-schéma S, le groupe J'{S) est le sous-groupe de J^{S) des 
morphismes 

f:Sx,t^T 
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tel que pour tout point géométrique x de S x^t tel que Sa{x) = x pour une 
certaine racine a, on a a{f{x)) = 1. On a des inclusions de Joncteurs 
jo C J' C J\ 

Lemme 2.4-6. — Le fondeur J' de la catégorie des c-schémas dans la 
catégorie des groupes abéliens est représentable par un sous-schéma en 
groupes ouvert de . 

Démonstration. — Il suffit de démontrer qu'il est représentable par 
un sous-schéma ouvert de car étant un foncteur en sous-groupes, 
le schéma qui le représente sera automatiquement schéma en groupes. 
Considérons l'ouvert U de T x t complément de la réunion sur toutes 
les racines a G $ des fermés 1) x ha. La restriction à la Weil 

ReSi/ç{U) est alors un sous-schéma ouvert de Rest/c(T x t). On a alors 

J' = Rest/c(f/) n 

de sorte que J' est un sous-schéma ouvert de J^. □ 

L'énoncé suivant est une variante d'un théorème de Donagi et Gaits- 
gory |19[ théorème 11.6]. On propose ici une démonstration un peu 
différente. 



Proposition 2.4-7. — L'homomorphisme J ^ de 2. 4. ^ se factorise 



par le sous-schéma en groupes ouvert J' de 2.4-5\ et induit un isomor- 
phisme J ^ J' . 

Démonstration. — Pour démontrer que que J — se factorise par 
J', il suffit de démontrer que pour tout a G c(Â;), l'homomorphisme 
^o(<^a) ^o(<^a) S6 factorise par 7ro(J^). Il suffit de vérifier que fibre par 
fibre l'homomorphisme 7ro(Ja) ^o(-^d) se factorise par tïq{J'). Rappe- 
lons que l'homomorphisme Zq Ja induit un homomorphisme surjectif 
71o{Zg) — > vro(Ja) d'après I2.3.2[ Il suffit donc de vérifier que l'homo- 
morphisme Zg Jl se factorise par J'^. Mais ceci est évident car la 
restriction de n'importe quelle racine à Zq est triviale. 

Puisque J et J' sont des schéma en groupes lisses et affines au-dessus 
de c, pour démontrer que l'homomorphisme J —>■ J' est un isomorphisme, 
il suffit de le faire au-dessus d'un ouvert de c dont le complément est un 
fermé de codimension deux. L'image inverse de Dq dans i est la réunion 
des hyperplans h^ des racines. Soit 2D^'^^ le fermé de Dq dont l'image 
inverse est lieu des points appartenant à au moins deux hyperplans h^. 
Il est clair que 2)^'^^ est un fermé de codimension deux de c. Il suffit de 
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démontrer que l'isomorphisme entre J et J' sur c — Dq se prolonge en 
un isomorphisme sur c — S^'^^. 

Soit a G (c — D^Q^){k). Il suffit de démontrer que l'homomorphisme 
J J' est un isomorphisme au-dessus d'un voisinage étale de a. Si 
a ^ T>G, il n'y a rien à démontrer car on a vu que J = J' = sur 
l'ouvert c — Dq- Si maintenant a G — 25^"^^, on peut trouver s G iÇk) 
d'image a tel que s annulé par une unique racine a. Soient Ta le noyau de 
a : T — > (Gm et Ha le centralisateur de Ta- Soit n un élément nilpotent 
régulier de l'algèbre de Lie ^a de Ha qui s'identifie à une sous-algèbre 
de Lie de q. L'élément x = s -|- n est un élément régulier de g d'image a 
dans c. Il est aussi un élément régulier de ()„ d'image dans l'espace 
des polynômes caractéristiques de Ha- On vérifie que le morphisme 
CHo. ~^ c envoie en a et est étale en ce point. On peut aussi vérifier 
que dans un voisinage de î les images réciproques de J, J' et à 
Ch^ coïncide avec les mêmes groupes mais associés à Ha- On peut ainsi 
ramener le problème particulier des groupes de rang semi-simple 

un. 

Un groupe semi-simple de rang un est isomorphe à un produit de SL2, 
PGL2 ou GL2 avec un tore. Il suffit donc de se restreindre à ces trois 
groupes. Par un calcul direct, on vérifie que le centralisateur J a une 
fibre non-connexe dans le cas SL2 alors que dans les deux autres cas, ses 
fibres sont toutes connexes. Il en est de même pour J'. □ 



Corollaire 2.4-8- — L'homomorphisme J ^ de cf- \2-4- 1\ induit un 



isomorphisme sur leurs sous-schémas ouverts des composantes neutres 
des fibres- 

2.5. Le cas des groupes endoscopiques. — Considérons une donnée 
endoscopique (k, p^) de G et le groupe endoscopique associé H cf- 11.8.11 
On a défini un morphisme fini plat u : ch ^ c entre les X-schémas des 
polynômes caractéristiques de if et de G cf. 11.91 Le centralisateur régulier 
J sur c et le centralisateur Jh régulier de H sur ch sont reliés de la façon 
suivante. 

Proposition 2.5.1- — // existe un homomorphisme canonique 

H ■- u* J — > Jh 

qui est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert t^'^^ = u^^^c^^)- 
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Démonstration. — Reprenons les notations de 11.91 En particulier, on a 
un revêtement fini plat Xp^ x t ^ c qui permet de réaliser c comme le 
quotient invariant de Xp^ x t par W x ito{k,). De même, Ch est le quotient 
invariant de Xp^ x t par We x 7ro(/î). Rappelons aussi que le morphisme 
1/ : Ch ^ c a. été construit dans 11.91 en produisant un homomorphisme 

We X vro(K) W x tto{k,) 

compatible avec les actions de ces deux groupes sur Xp^ x t. 
Considérons le schéma en groupes 

XpXt/c 

et son analogue pour H 

4 = JJ (Xp X t X t)^hx-oW 

XpXt/cH 

Le morphisme évident 

X * ^ (^pk x Xc 

qui est Wh x 7ro(K)-équivariant, induit un homomorphisme z/* — > Jjj. 
On a vérifié que cet homomorphisme est un isomorphisme au-dessus de 
l'ouvert c^-'' dans[IXl 

D'après 12.4.81 on a un homomorphisme J —>■ qui induit un isomor- 
phisme sur leur sous-schéma ouvert des composantes neutres des fibres. 
Pour vérifier que l 'homomorphisme i>*J^ Jjj se restreint en un homo- 
morphisme z/*J Jh, il suffit de démontrer que pour tout an G Cnik) 
d'image a G c(/c), l'homomorphisme 

qui se déduit de '^HaH' envoie le sous-groupe 7ro( Ja) C tto{JI) dans 

le sous-groupe vro( J/z.an) ^ ''^o{Jh Puisque l'ensemble des racines de 
H est un sous-ensemble de l'ensemble des racines pour G, les conditions 
qui délimitent le sous-groupe Hq^Jh^œh) dans le groupe 7ro(J]^^^) sont 
satisfaites par les éléments de 7ro(Ja) cf. 12.4.51 La proposition suit. □ 

3. Fibres de Springer affines 

Par analogie avec les fibres de Springer dans la résolution simultanée 
de Grothendieck-Springer, Kazhdan et Lusztig ont introduit les fibres 
de Springer affines et ont étudié leur propriété géométrique. Goresky, 
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Kottwitz et MacPherson ont réalisé le lien entre les fibres de Springer 
affine et les intégrales orbitales stables via le comptage de points de 
certain quotient des fibres de Springer affines. Dans ce chapitre, nous 
allons passer en revue les propriété géométriques des fibres de Springer 
affine suivant Kazlidan et Lusztig en donnant quelques compléments. Le 
comptage de points sera revu dans le chapitre [Hl 

Voici les notations qui seront utilisées dans ce chapitre. Soient k un 
corps fini à q éléments et k une clôture séparable de k. Soient un 
corps local d'égales caractéristiques, 0^, son anneau des entiers dont le 
corps résiduel k^ est une extension finie de k. On notera = Spec(O^) 
le disque formel associé et X* le disque formel pointé. Soient v le point 
fermé de et rj^ son point générique. 

Soient 0^; = Oy®kk et X^ = Spec(Ot;). L'ensemble des composantes 
connexes de X^ est en bijection l'ensemble des plongements de l'extension 
k^ de k dans k 

Xv = I I Xj). 

En choisissant un point géométrique f]^ dans la fibre géométrique de 
X^j, on obtient la suite exacte habituelle 

1 ^ h ^ Ga\{k/K) 1 

oii r^, = Tfi^rjyjfîv) est le groupe de Galois de et ly = TTi{Xy,f]y) son 
sous-groupe d'inertie. 

Soit G une forme quasi-déployée de (G sur Xy associée à un Out((G)- 
torseur pc- En choisissant un point géométrique de fîont,v de pc au-dessus 
de fjy, on obtient un homomorphisme : — ^ Out((G) qui se factorise 
à travers Gal{k/ky). Au-dessus de Xy, pc est le torseur trivial. Le point 
de ■f]out,v fournit une trivialisation de pc au-dessus de Xy. 

3.1. Rappels sur la grassmannienne afRne. — Pour tout fc-schéma 
S, notons XyXS la complétion t>-adique de X^, x 5* et X*xS l'ouvert 
complémentaire de {v} x S dans XyXS. La grassmannienne affine est le 
foncteur Sv qui associe à tout /c-schéma le groupoïde des G-torseurs Ey 
sur XyXS munis d'une trivialisations sur X' x S. Notons qu'un automor- 
phisme de Ey, trivial sur X'xS est nécessairement trivial de sorte que ce 
groupoïde est une catégorie discrète. On pourra aussi bien le remplacer 
par l'ensemble des classes d'isomorphisme. 

D'après [4] et |21j . on sait que Sv est strictement représentable par un 
ind-schéma sur k. Plus précisément, il existe système injectif de /c-schémas 
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projectifs dont les flèches sont immersions fermées et dont la limite in- 
ductive représente le foncteur 2v Comme G est un schéma en groupes 
de fibres connexes, l'ensemble des fc-points de St; s'exprime comme un 
quotient 

9,{k) = G{F,)/G{0,). 

Quand G = GL^, cet ensemble s'identifie naturellement à l'ensemble des 
0^-réseaux dans le F^-espace vectoriel F®^. 

La même définition vaut quand on remplace k par k, par X^j pour 
tout plongement v : ky ^ k. On a alors la grassmannienne affine 
définie sur k. On a la formule 

9^kk= Il g,. 

3.2. Fibres de Springer afRnes. — Nous gardons les notations de 
ll.3[ En particulier, on a un schéma c au-dessus de X^ obtenu par torsion 
extérieure de l'espace des polynômes caractéristiques c de g comme dans 
le théorème de Chevalley ll.l.li 
Notons 

c^(0,) = c(0,) n e%F,) 

l'ensemble des Ot,-points de c dont la fibre générique est régulière semi- 
simple. Rappelons qu'on a la section de Kostant e : c ^ g^'^^ cf. I1.3.4I 
Pour tout a G c^{Oy), on a un point 

[e](a) G [g-yG] 

qui consiste en le G-torseur triviale Eq sur Xy et une section 70 G 
r(X^, ad(i?o)) ayant a comme polynôme caractéristique. 

Pour chaque a G c''(0^), on définit la fibre de Springer affine M^(a) 
comme suit. Le foncteur Mt,(a) associe à tout fc-schéma S le groupoïde 
des couples {E, 0) formé d'un G-torseur E sur X^, x S" et d'une section de 
ad{E), munis d'un isomorphisme avec (£'0,70) sur X'xS. En particulier 

[x](£,0) = M(£o,7o)=«. 

Notons que par construction, le G-torseur Eq est le torseur trivial si 
bien que E détermine un point de la Grassmannienne affine. 

Proposition 3.2.1. — Le foncteur d'oubli {E,(j)) \—>- E définit un mor- 
phisme de la fibre de Springer affine Mt,(a) dans la grassmannienne affine 
Sv Çui est une immersion fermée. En particulier, M„(a) est strictement 
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représentable par un ind-schéma. De plus, le réduit 'M.l^'^{a)de M^(a) est 
représentable par un schéma localement de type fini. 

Démonstration. — La première assertion est immédiate. La seconde as- 
sertion a été démontrée par Kazhdan et Lusztig [34] . □ 

Considérons l'ensemble des fc-points de M^(a). Soit {E,(j)) un objet de 
Mt,(a, k). Les fibres génériques de E et de Eq étant identifiées, la donnée 
de E consiste en une classe g G G{F^)/G{Oy). Puisque est identifiée 
à 7o sur la fibre générique, pour que définisse une section sur de 
ad{E) (g) D, il faut et il suffit que a.d{g)~^jo G g(Oî,). On a donc 

M,{a,k) = {ge G{F,)/G{0,) \ ^d{gr'-fo G 0(0,)}. 

Nous allons maintenant considérer une variation triviale de la construc- 
tion précédente en présence d'un faisceau inversible D' sur X^. Cette va- 
riation sera nécessaire pour réaliser le passage entre les fibres de Springer 
affines et les fibres de Hitchin. 

Soient D = D'®'^ et : X^ B(Gm le morphisme dans le classifiant 
de Gm correspondant au fibré en droites D. Fixons un morphisme ha : 
X^ — > [c/(Gm] qui s'insère dans le diagramme commutatif : 




Notons [e]^'(a) le point de Kostant de a construit comme dans le lemme 
12.2.51 On notera a' et /i* les restrictions de a et de ha à X* et on notera 
le point de Kostant associé [e]^ (a*). 

Définition 3.2.2. — On définit la fibre de Springer Mt,(a) comme le 
joncteur qui associe à tout k-schéma S l'ensemble M„(a, S") des classes 
d'isomorphisme des morphismes hE,(f, : X^xS ^ [g/G x G^] s'insérant 
dans le diagramme commutatif 

X^xS^lô/G X G„] 




[x] 



[c/G^] 
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munis d'un isomorphisme entre la restriction de hE,rf> àX'xS, et le point 
de Kostant [e\^ {o*)- 

La même définition vaut quand on remplace k par k, Xy par Xjj pour 
tout plongement v : ky ^ k. Pour tout a G c{Oy) fl c'^^^Fy), on a alors la 
fibre de Springer affine 'My{a) définie sur k. Pour tout a G c(O^) nc^^{Fy), 
on a la formule 

My{a) iS)kk= Y\ ^v{a}. 

3.3. Symétries d'une fibre de Springer afRne. — Le centralisateur 
régulier permet de définir le groupe des symétries d'une fibre de Springer 
affine. Soient a G c^i^Oy) et ha ■ Xy ^ c le morphisme correspondant. 
Soit Ja = h^J l'image réciproque du centralisateur régulier. 

Considérons le groupoïde de Picard "Py^Ja) fibré au-dessus de Spec(/c) 
qui associe à tout /c-schéma S le groupoïde de Picard "Py^Ja, S) des J^- 
torseurs sur XyXS munis d'une trivialisation sur X'xS. On peut vérifier 
que pour tout /c-scliéma S, Ty^Ja, S) est une catégorie de Picard discrète. 
De plus, le foncteur qui associe à S" le groupe des classes d' isomorphisme 
de "Py^Ja, S) est représentable par un ind-schéma en groupes sur k qu'on 
notera J'i,(Ja). Le groupe des fc-points "J^y^Ja, k) s'identifie canoniquement 
au quotient J a{Fy) / J a{Ô y) ■ Si les fibres de Ja sont connexes, l'ensemble 
des /c-points de ?'^(Ja) s'identifie au quotient Ja{Fy)/ Ja{Oy). 

Le lemme 12". 1.11 permet de définir une action de 7y sur M^,. En effet, 
pour tout {E,(j)) G Ma(S'), on a un homomorphisme de faisceaux en 
groupes au-dessus de XyXS 

Ja Aut(E, 0) 

qui se déduit de l2.1.1[ Ceci permet de tordre {E, (j)) par un J^-torseur sur 
XyXS qui est trivialisé sur X^xS. 

Sur les fc-points, on peut décrire concrètement cette action. Pour sim- 
plifier l'exposition, supposons que Ja a des fibres connexes. L'action du 
groupe T^,(Ja,fc) = Ja{Fy)/ Ja{Oy) sur l'ensemble 

My{a, k) = {ge G{Fy)/G{Oy) \ ad{gy'^o e g{(Dy)} 

se décrit concrètement comme suit. D'après I2.1.H il existe un isomor- 
phisme canonique de Ja{Fy) sur le centralisateur G^g{Fy) de 70 qu'on va 
noter j On fait agir Ja{Fy) sur l'ensemble des g G G{Fy) tels que 

ad((7)^^(7o) G Q{Oy) par j.g = 0{j)g. Pour que ceci induise une action de 
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Ja{F^)/ Ja{Gy) sur Jv[y{a, k), il faut et il suffit que pour tout g G M„(a, k), 
on a l'inclusion 

e{Ja{Oy)) C ad{g)G{Oy). 

Soit 7 = ad(5')~^7o G 0(Ot,). D'après [2.1.11 l'isomorphisme a.d{g)^^ o 6* : 
/a — se prolonge en un homomorphisme de X^-schémas en groupes 
sur 

ad{g)-'o9:Ja^I^ 
ce qui implique en particulier que 

eiUOy)) c ad((7)(Ao(0.)) c ad((7)G'(0„). 

Nous considérons le sous-foncteur M^'^^(a) de la fibre de Springer affine 
M„(a) dont les points sont les morphismes hE,(j> : ^ [q/G x Gm] qui 
se factorisent par l'ouvert [q^'^^/G x (Gm]- Il est clair que M^^s(a) est un 
ouvert de M„(a). 

Lemme 3.3.1. — L'ouvert M^'^^(a) est un espace principal homogène 
sous l'action de Ti,(Ja)- 

Démonstration. — C'est une conséquence du lemme 12.2. 1[ □ 

Soit V : ky ^ k. Pour tout a G c{Ov) fl c^^{Fy), on a le groupe des 
symmétries î'{j(Ja) définie sur k de la fibre affine JA^i^a). Si a G c{Oy) fl 
c'^^{Fy)., on a la formule 

Dans la suite du chapitre, on va passer k k et discuter des propriétés 
géométriques de J'^(Ja). Rappelons qu'au-dessus de X^.^ G est un groupe 
déployé. 

3.4. Quotient projectif d'une fibre de Springer afRne. — Soit 
a G c(Ofi) dont la fibre générique est dans c^^{Fy). D'après Kazhdan 
et Lusztig, le foncteur M^}(a) a un schéma réduit sous-jacent 'M]^'^{a) 
qui est localement de type fini cf. 13.2.11 et |34j . Ils ont aussi démontré 
que MîJ'^'^(a), quotienté par un groupe discret convenable, est un schéma 
projectif. Rappelons leur énoncé de façon plus précise. 

Soit A le quotient libre maximal de T^Q{'?v{Ja))- Choisissons un relève- 
ment arbitraire 

A ^ %{Ja) 

qui induit une action de A sur JA^^a) et 'M^;^'^{a). 
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Proposition 3.4- 1- — Le groupe discret A agit librement sur lVU^'^{a) 
et le quotient 'M.l^'^{a)/A est un k-schéma projectif. 

Démonstration. — La proposition 1 de [341, page 138] montre que A 
agit librement sur lVU^'^{a) et qu'en tronquant la fibre de Springer af- 
fine réduite JvU^'^^a), on obtient des schémas projectifs qui se surjectent 
sur le quotient M,l^'^{a)/ A. Il s'ensuit que le quotient est également un 
schéma projectif. □ 

3.5. Approximation. — D'après un théorème bien connu de Harish- 
Chandra, les intégrales orbitales semi-simples régulières sont localement 
constantes. Dans ce paragraphe, nous allons montrer une variante géomé- 
trique, plus forte, de ce théorème. 

Proposition 3.5.1. — Soient a G c{Qv){~\c^^{Fy), Ma la fibre de Sprin- 
ger affine et T„(Ja) le groupe des symétries de M„(a). // existe alors 
un entier N tel que pour toute extension finie k' de k, pour tout a' G 
c{Ov ®fc k') tel que 

a = a mod , 

la fibre de Springer affine Mt,(a') munie de l'action de 7v{Ja') est iso- 
morphe à Mt,(a) (8>fc k' munie de l'action de 7y{Ja) Ç!)k k' . 

Démonstration. — Considérons le revêtement caméral Xa,v de associé 
à a construit en formant le diagramme cartésien 



Le morphisme vr^ est fini plat et génériquement étale. Le revêtement „ 
est muni d'une action de W qui se déduit de l'action de W sur t. On 
associe aussi à a' G t{Oy ®k k') son revêtement caméral Xa',v X^ ®fc k' . 

Lemme 3.5.2. — Soit a G c(Ot;) n c'''^(F„). // existe un entier N tel que 
pour toute extension finie k' de k, pour tout a' G c(Ot, ®a; k') tel que 

a = a mod , 

le revêtement Xa'^v de X^ ®fc k' muni de l'action de W est isomorphe au 
revêtement Xa,v ®fc k' muni de l'action de W . On peut demander en plus 
que l'isomorphisme relève l'isomorphisme évident module e^. 
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Démonstration. — C'est un cas particulier d'un lemme d'Artin-Hironaka 
[3|, lemme 3.12]. La seconde assertion est implicite dans la démonstration 
d'Artin. □ 

Supposons que les revêtement caméraux Xa^v et Xa'^v de Xy 0k k' sont 
isomorphes, démontrons que M„(a)®fc/c' munie de l'action de '^v{.Ja)®kk' 
et Mt,(a') munie de l'action de VviJa') sont isomorphes. En remplaçant 
k par k' , on peut désormais supposer k = k' . 

Pour cela, il nous faut une description de la fibre de Springer affine 
en termes du centralisateur régulier. Soit 70 = e(a) : X^, — * g la section 
de Kostant de a. On a alors un isomorphisme canonique entre Ja et 
le Xt,-schéma en groupes 1^^ = 79/ 011 I est le schéma en groupes des 
centralisateurs au-dessus de q. L'homomorphisme évident /^^ — >• G induit 
un homomorphisme injectif de fibrés vectoriels sur X^ 

Lie(/^J g. 

L'énoncé suivant montre que la fibre de Springer affine M„(a) ne dépend 
pas de 7o mais seulement de la sous- algèbre de Lie commutative Lie(/^o) 
de g. 

Lemme 3.5.3. — Soit g G G{Fy). Alors on a ad{g)^^{^o) ^ di^v) si 
et seulement si a.d{g)~'^Lie{Ijf^) C 0(0^). 

Démonstration. — Comme 70 G Lie(/-yp), ad((7)~^Lie(/^(j) C 0(0^,) im- 
phque immédiatement ad((7)~^(7o) G g{Ov)- Inversement, soit g G G{Fy) 
tel que 7 = ad(5')"^(7o) G 0(O^,). Soit = 7*/. Le fait cf. 12. LU que 
l'isomorphisme en fibre générique 

se prolonge en un homomorphisme Ja —>■ I-y implique en particulier que 
ad(^)-iLie(J^J C 0(0,). □ 

Pour terminer la démonstration de la proposition 13.5.11 il suffit de 
démontrer le lemme suivant. □ 

Lemme 3.5.4- — Soient a, a' G c(0^,) fl Crs(-FD) tels que a = a' mod e^. 

Supposons qu'il existe un isomorphisme entre les revêtements caméraux 
Xa,v et Xa\v munis de V action de W qui relève l'isomorphisme évident 
dans la fibre spéciale. Soient 70 = e(a) la section de Kostant de a et 
7q = e(a') la section de Kostant de a' . Soient 1^^ et ly^ les sous-schémas 
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en groupes de G centralisateurs des sections 70 et Alors il existe g G 
G{Oy) tel que 

ad{g)~^Ij„ = Li>^. 

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence d'un résultat de Do- 
nagi et Gaitsgory |19[ théorème 11.8]. Pour la commodité du lecteur, nous 
allons en extraire la portion utile à notre propos. Puisque les schémas en 
groupes et /^^ sont complètement déterminés par les revêtements 

caméraux Xa^v respectivement Xa'^v cf. 12.4.71 l'isomorphisme entre Xa,^ 
et Xa',v induit un isomorphisme t : 1^^ ^ I^^. Cet isomorphisme trans- 
porte 7o G Lie(/-y(,) en un élément ^(70) G Lie(/^^). Puisque les fibres 
spéciales de ^(70) et 7q coïncident, ^(70) : — > g se factorise par l'ou- 
vert g''^^. On en déduit l'égalité Il{^q) = -^7^ de sous-schémas en groupes 
de G. 

On dispose de deux sections 

7o, i(7o) : 0'"^ 

qui ont le même polynôme caractéristique a et qui sont égales module e„. 
Puisque le morphisme 

Gxx0'"^^-0'"^^x,s-g 

est un morphisme lisse, il existe g G G{Ov) tel que g = l mod e„ et tel 
que ad(5'~^(7o)) = ^(70)- On en déduit que 

ad{g)-\l^J = /,(7o) = I^^. 

C'est ce qu'on voulait. □ 

3.6. Cas linéaire. — Examinons maintenant les fibres de Springer 
affines du groupe linéaire en suivant la présentation de Laumon [50] . 
Nous référons à [57] pour une discussion similaire dans le cas des groupes 
classiques. Soit G = GL(r). 

On garde les notations fixées au début de ce chapitre. Un point a G 
c{Ov) est représenté par un polynôme unitaire de degré r de variable t 

P{a, t)=f - aif~^ + ■■■+ {-Ifar G Ô^[t] 

Formons la Oci-algèbre finie et plate de rang r 

B = Ô^[t\/ P{a,t) 
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et notons E = B ®q_ Fj;. L'hypothèse a G c^{Ôy) imphque que E est 
une F^;-algèbre finie étale de dimension r. On peut écrire E comme un 
produit El X ■■■ X Es de s extensions séparables de F^j avec s < r. 

3.6.1. — Dans cette situation, on a une description de la fibre de Sprin- 
ger en termes des réseaux. Les fc-points de la fibre de Springer Mf;(a) 
est l'ensemble des 5-réseaux dans E c'est-à-dire des -B-modules C qui 
sont contenus dans le Fj;-espace vectoriel E comme un Oj;-réseau. Les 
fc-points de la partie régulière M^°^(a) consistent des 5-réseaux de E qui 
sont des 5-modules libres. Les fc-points du groupe des symétries '^vi.Ja) 
est le groupe E^/B^. 

3.6.2. — La normalisation B^ de B est l'anneau des entiers de Ej^. On 
a alors un dévissage de E^ /B^ 

1 ^ {BY/B"" E^'/B'' E^'/iBY 1 

oii {B'")^ / B^ est le groupe des fc-points de la composante neutre du 
groupe Tvi^Ja)- Par conséquent, le groupe des composantes connexes 
'^oi'^viJa)) est canoniquement isomorphe à E^/{B^)^ qui est un groupe 
abélien libre muni d'une base indexée par l'ensemble des composantes 
connexes de Spec(-B''). 

3.6.3. — Dans ce cas, la dimension de Tîi(Ja) est égale à l'invariant ô 
de Serre 

ô,{a) = dim(T,(Jj) = dimk{B^/B). 

Par ailleurs, cet entier peut être exprimé en fonction du discriminant. Soit 
dy{a) = valy{D{a)) la valuation -û-adique du discriminant de a. D'après 
|66[ III.3 proposition 5 et III.6 corollaire 1], on a la formule 

ôy{a) = - Cy{a))/2 

où Cy{a) = r — s. 

3.7. Dimension. — Dans [34], Kazhdan et Lusztig ont montré que 

dim(M^(a)) = dim(Mr^(a)). 
On peut en fait déduire un énoncé plus précis à partir de leurs résultats. 

Proposition 3.7.1. — Le complémentaire de l'ouvert régulier IvV^^ (a) 
de la fibre de Springer l\ljj{a) est de dimension strictement plus petite 
que celle de JVly^a). 
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Démonstration. — Pour discuter de la dimension, on peut négliger les 
nilpotents dans les anneaux structuraux de M{j(a). Comme rappelé dans 
le paragraphe I3.2[ Mt;(a) est la sous- variété de la Grassmannienne affine 
des g G G{F^)/G{0,) tel que ad(^)-i(7o) e g(0,). 

A la suite de Kazlidan et Lusztig, considérons aussi la sous-variété 
des points fixes 'By{a) des drapeaux affines fixes sous 70 c'est-à-dire 
g G G{Fij) /Iw^ tel que ad(5')~^7o G Lie(Iwt;). Ici Iwjj est un sous-groupe 
d'Iwahori de G{Oy). Dans [34] , Kazlidan et Lusztig ont démontré que les 
fibres de Springer affines pour les sous-groupes d'Iwahori sont équidimen- 
sionnelles. L'équidimensionalité des fibres de Springer classiques a été 
démontrée auparavant par Spaltenstein [69]. 

Le morphisme Sfj(a) Mtj(a) est un morphisme fini au-dessus de 
"M^^^i^a). Les fibres au-dessus des point x G "Mv — 'M^^^ sont non vides 
et de dimension supérieure ou égale à un. L'équidimensionalité de 'By{a) 
implique donc que les composantes irréductibles de — M^''^ sont de 
dimension strictement plus petite que dim(M^'^^). □ 

Corollaire 3.7.2. — Si dim(Mt,(a)) = 0, alors l'ouvert dense M^°s(a) 
est M.y{a) tout entier. 

Kazhdan et Lusztig ont aussi conjecturé une formule qui exprime la 
dimension ci-dessus en fonction du discriminant et d'un terme défectif 
relié à la monodromie qui a été démontrée plus tard par Bezrukavnikov 
dans [7j. Rappelons cette formule. 

Gardons les notations fixées au début de ce chapitre. Soit a : ^ 
c un morphisme dont l'image n'est pas contenue dans le diviseur du 
discriminant Dq- En prenant l'image réciproque de Dq, on obtient un 
diviseur de Cartier effectif de supporté par son point fermé. Son degré 
est un entier naturel que nous allons noter 

4(a) := deg^(a*DG). 

En prenant l'image réciproque du revêtement vr : t^'*^ c^^ par le 
morphisme a : X* c^^, on obtient un H^-torseur Ha sur X*. Rappelons 
qu'au-dessus de X^ la forme quasi-déployée se déploie canoniquement de 
sorte qu'après le changement de base k Xy, on a. W = W. En choisissant 
un point géométrique de ce torseur au-dessus du point géométrique % de 
Xy, on obtient un homomorphisme 



(3.7.3) 



nl-.Iy^W 



52 



NGÔ BAO CHÂU 



Puisque p ne divise pas l'ordre de W, vr* se factorise par le quotient 
modéré J*^™'= de ly de sorte que son image est un sous-groupe cyclique. 
Notons 

(3.7.4) Cy{a) := dim(t) - dim(t''*(^")). 

L'énoncé suivant a été démontré dans [TJ par Bezrukavnikov. 
Proposition 3.7.5. — On a les égalités 

dim(Mr^(a)) = dim(y,(J,)) = ^.^^^ -"^^(^^ ^ 
Nous allons noter ôij{a) = dim{7y{Ja)) et l'appeler V invariant 8 local. 

3.8. Modèle de Néron. — La dimension de Ti;(Ja) peut être cal- 
culée autrement à l'aide du modèle de Néron de J^. En fait, le modèle 
de Néron nous permet d'analyser complètement la structure de î'i;(Ja)- 
D'après Bosch, Lutkebolimer et Raynaud [9], il existe un unique schéma 
en groupes lisse de type fini sur de même fibre générique que Ja 
et maximal pour cette propriété c'est-à-dire pour tout autre schéma en 
groupes lisse de type fini J' sur de même fibre générique, il existe 
un homomorphisme canonique J' qui induit l'identité sur les fibres 

génériques. En particulier, on a un homomorphisme canonique Ja ^ Ja- 
Au niveau des points entiers, cet homomorphisme définit les inclusions 

Ja{0,) C jtiÔ,) C Ja{F,). 

oii Ja{Ôv) est le sous-groupe borné maximal de Ja{Fy). On appellera le 
modèle de Néron de J^. Remarquons que dans la terminologie de [9], 
sera appelé le modèle de Néron de type fini à distinguer avec leur modèle 
de Néron qui est seulement localement de type fini. 

En remplaçant dans la définition 13.31 de î'i;(Ja) le schéma en groupes 
Ja par son modèle de Néron J^, on obtient un ind-schéma en groupes 
J'tj(J^) sur k. L 'homomorphisme de schémas en groupes Ja — Ja induit 
un homomorphisme de ind-groupes 

qui induit un dévissage de y^i^Ja). 

Lemme 3.8.1. — Le groupe y^i^Jl) est homéomorphe à un groupe abé- 
lien libre de type fini. L 'homomorphisme p^ : J'{i(Ja) ^ '^viJ^a) 
jectif. Le noyau ^v{a) de p^ est un schéma en groupes affine de type fini 
sur k. 
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Démonstration. — Puisque Jai^^) est le sous-groupe borné maximal 
dans le tore Ja^Fy), le quotient Ja{Fy)/ J^{Ôy) est un groupe abélien libre 
de type fini. L'homomorphisme 

est manifestement surjectif. 

Pour un entier N assez grand, Jai^v) contient le noyau de l'homomor- 
phisme Ja{Ôv) — ^ Jai^v/ £^^v)- Il s'ensuit que '3ly{a) est un quotient 
de la restriction à la Weil 

Spec{Oij/e^Oij)/Spec(fc) 

qui est un fc-groupe algébrique affine lisse de type fini. Le lemme s'en 
déduit. □ 

Le modèle de Néron peut être explicitement construit à l'aide de la 
normalisation du revêtement caméral. Notons Xa^ l'image réciproque de 
t — > c par le morphisme a : Xy — > c. Considérons la normalisation ^ 
de Xa^y qui est un schéma fini et plat au-dessus de Xjj muni d'une action 
de W . Puisque le corps résiduel de X^j est algébriquement clos, X^^^ est 
un schéma semi-local complet régulier de dimension un. 

Proposition 3.8.2. — Soit X^^^ = Spec(O^) la normalisation de Xa^v- 
Alors le modèle de Néron de Ja est le groupe des points fixes sous 
l'action diagonale de W dans la restriction des scalaires de à du 
toreTx^^Xl, 

Démonstration. — Notons tt^ le morphisme — > X^. Comme dans le 
lemme 12.4. ![ le schéma des points fixes sous l'action diagonale de W sur 
la restriction des scalaires à la Weil Hx^/Xj;!^ '^Xy ^j)) 6st un schéma en 
groupes lisse de type fini sur X^,. Il sera plus commode de raisonner avec 
le faisceau (vr^^T)^ que représente la restriction à la Weil ci-dessus. 

D'après la description galoisienne du centralisateur régulier [231 la res- 
triction de 7ia*Ja à X^*^ = X^^ Xx_ X* est canoniquement isomorphe 
au tore T Xx- X'^'v- Le modèle de Néron de T xj^. X^'- étant le tore 
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T Xjf_ X^^i), on a un homomorphisme canonique 

Par adjonction, on a un homomorphisme Ja — > ^L^- En fibre générique, 
cet homomorphisme se factorise par le sous-tore des points fixes sous 
l'action diagonale W dans T Xx> ^a'v- déduit un homomorphisme 

Ja — > (vr^^T)'^. Le même raisonnement s'applique en fait à n'importe 
quel schéma en groupes lisse de type fini ayant la même fibre générique 
que Ja- Le lemme en résulte donc. □ 

Corollaire 3.8.3. — On a la formule 

dim(y,(J„)) = dims(t®ô. 0^/0.)^- 

On obtient ainsi une autre formule pour l'invariant 5^{a). Notons au 
passage que l'entier Cjj{a) de 13.7.41 est égale à la chute du rang torique du 
modèle de Néron c'est-à-dire la différence entre r et le rang torique de 
la fibre spéciale de J^. 

3.9. Composantes connexes. — Dans ce paragraphe, nous allons 
décrire le groupe des composantes connexes TiQ{7^{a)). 

Soit a : Xy — c un morphisme dont l'image n'est pas contenue dans 
le diviseur discriminant. On a un alors un schéma en groupes lisse Ja 
sur X^ dont la fibre générique est un tore. Soit J° le sous-schéma en 
groupes ouvert des composantes neutres de Ja- Au-dessus de F^, Ja est 
un tore de sorte que l'homomorphisme J° Ja induit un isomorphisme 
au-dessus de F^- En tant qu' homomorphisme de faisceaux en groupes 
abéliens, c'est un homomorphisme injectif dont le conoyau est supporté 
par la fibre spéciale de Xy avec comme fibre 

MJa,v) = Ja{0,)/Jl{0,). 

Les inclusions Jai^v) C Ja{,^v) C Ja{,F^) induisent une suite exacte 

1 ^ 7ro(Ja,.) ^ Ja{F,)lJl{b,) ^ Ja{F,)/Ja{Ô,) ^ L 

On a donc un homomorphisme surjectif 
(3.9.1) T,(J°) ^ y.iJa) 

dont le noyau est le groupe fini TïQ{Ja,v)- On en déduit une suite exacte 
7ro(Ja,.) ^ 7ro(y,(J°)) ^ 7ro(y,(Ja)) ^ L 
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Pour déterminer vro(J'î}( Ja)), il suffit donc de décrire le groupe 7ro(î'{j( J°)) 
et l'image de la flèche 7ro(Ja,„) — > 7ro(Tt;( J°)). 

Comme dans le cas de la dualité de Tate-Nakayama, le groupe des com- 
posantes connexes 7io{Pa) s'exprime plus aisément à l'aide de la dualité. 
Pour tout groupe abélien de type flni A, nous notons 

A* = Spec(QjA]) 

le Q^-groupe diagonalisable de groupe des caractères A et inversement 
pour tout Q^-groupe diagonalisable A, nous notons A* son groupe des 
caractères qui est un groupe abélien de type flni. 

Pour écrire des formules explicites, flxons une trivialisation de pout au- 
dessus de Xy. Ceci permet en particulier d'identifler W et W. Soit X*^ 
l'image réciproque du revêtement flni étale vr : P — > c''*^ par le morpliisme 
a : Xy ^ c. En choisissant un point géométrique de Xa^^ au-dessus du 
point géométrique fjy de X^, on obtient un homomorphisme vr* : J^, ^ W. 

Proposition 3.9.2. — Avec le choix d'un point géométrique de Xa,v 
au-dessus du point géométrique fjy de Xy, on a un isomorphisme cano- 
nique entre groupes diagonalisables 

De même, on a un isomorphisme 

7ro(T,(J,))* = T«(/,)) 

où T(7r*(/t,)) est le sous-groupe de T'^*^^"^ formé des éléments /î G T 
tel que 7ro(T{j(Ja)) ^'^t contenu dans le groupe de Weyl de la composante 
neutre H du centralisateur de k dans (G. 

Démonstration. — Considérons le schéma en groupes des composantes 
neutres J^'° du modèle de Néron J^. Dans la terminologie de c'est le 
modèle de Néron connexe. Puisque J° a des flbres connexes, l'homomor- 
phisme J° se factorise par J^'°. 

Lemme 3.9.3. — L 'homomorphisme '?y{J^) — > '?v{Ja^) induit un iso- 
morphisme de Tro{7y{J^)) sur Ja{Fy) / J^f{Ôy) . 

Démonstration. — Comme J° et J^'° a des flbres connexes, l'homomor- 
phisme 'yy{J'^) 7y{J^'^) induit un isomorphisme sur les groupes des 
composantes connexes. Topologiquement, 7y{j'^''^) est le groupe discret 
J,(F,)/J^O(Ô,). □ 
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Pour tout tore A sur Fj), on va considérer le modèle de Néron connexe 
A^'^ de A sur 0^) et le groupe abélien de type fini A{Fy)/ A^''^{Ôy). On peut 
vérifier cf. [60j que le foncteur A t-^ A{Fj))/ A^'^{Ôy) vérifie les axiomes 
du lemme [391 2.2]. Suivant Kottwitz, on obtient une formule générale 
pour pour A{Fj))/A^''^{Ôjj) et en particulier, on obtient le lemme suivant. 

Lemme 3.9.4- — Avec les notations ci-dessus, on a un isomorphisme 
Ja{F,)/J'f{Ô,) = {^.)K(i.)- 

La conjonction des deux lemmes précédents donne l'isomorphisme 

qui induit par dualité la première assertion du théorème 

La démonstration de la deuxième assertion utilise l'astuce des z-exten- 
sions. Suivant |4H 7.5], il existe une suite exacte 

de schéma en groupes réductifs au-dessus de X qui se déduit par torsion 
extérieure d'une suite exacte de groupes réductifs déployés 

1 ^ G ^ Gi ^ C ^ 1 

011 C est un tore et oii Gi est un groupe réductif de centre connexe. Son 
groupe dual Gi a un groupe dérivé simplement connexe. Il existe un tore 
maximal Ti de Gi tel qu'on a une suite exacte 

1 ^ T ^ Ti ^ C ^ 1. 

En remplaçant G par Gi, on va noter Ci à la place de c. L'homo- 
morphisme G ^ Gi induit un morphisme a : c — Ci. Au-dessus de Ci, on 
a le schéma en groupes des centralisateurs réguliers Ji qui est un schéma 
en groupes lisse à fibres connexes puisque le centre de Gi est connexe cf. 
12.3.11 On a une suite exacte de schémas en groupes lisse commutatif 

1 ^ J ^ a*Ji ^G ^l. 

Soit a : ^ c tel que a\x' est à l'image dans c''^ Notons encore a (a) : 
— > Cl le morphisme obtenu en composant a avec a. Sur Xj^, on a une 
suite exacte 

1 — ^ ^ Jl,a{a) — > C — > 1 

avec Ja = a*J et {Ji)a(a) = Ci{a)*Ji- 
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Proposition 3.9.5. — L'homomorphisme 
est injectif. 

Démonstration. — Puisque J — > a* Ji est une immersion fermée, en par- 
ticulier propre, on a Ja{Ôy) = Ja{,F^) H {Ji)a(a)iPv)- H s'ensuit que l'ho- 
momorphisme 

est injectif. Puisque C est un tore sur X^;, C{Fji) /C{0^) est un groupe 
abélien libre de type fini et discret. La composante neutre de 

Jl,a(a){.F^) / Jl,a{a)iPv) 

appartient donc dans l'image de ia{a)- Par conséquent, ia{a) induit un 
isomorphisme entre la composante neutre de Ja{Fy) / Jaipv) et celle de 
Ji,a{a){F^) / Ji^a{a){pv)- H en résultc que l'homomorphisme 7ro(Ti}(Ja)) 
T^o{yv{{Ji)a{a))) est iujectif. □ 

Corollaire 3.9.6. — // existe un isomorphe canonique entre T^Q{7v{Ja)) 
et l'image de l'homomorphisme 

vro(y.(Ja)) vro(y,(Ji,,(a))). 

Démonstration. — En plus de la proposition précédente, il suffit d'invo- 
quer la surjectivité de 7ro(J'tj( J°)) — > 'noi^v^Ja)). □ 

En choisissant un point géométrique de X*^, on peut identifier le 
groupe vro(Tti(Ja)) à l'image de l'homomorphisme 

où Xi,* = Hom((Gm, Ti). Notons que l'égalit é 7ro(y ^( Ji,a(a))) = 
résulte de la connexité des fibres de Ji et de I3.9.4[ Dualement, il existe 
un isomorphisme entre le sous-groupe Spec(Q^[7ro(Ttj( Jq))]) de T^" et 
l'image de l'homomorphisme 

T{" = Spec(Q,[(Xi,,),J) ^ Spec(Q,[(X,),J) = 

Il reste maintenant à démontrer que l'image de Tj" dans T^" est bien 
le sous-groupe des éléments « G T tels que vr*(J„) soit contenu dans le 
groupe de Weyl de la composante neutre H du centralisateur (G^- Pour 
tout K G T, pour tout /ti G Ti d'image k, le centralisateur Hi de /ti dans 
(Gi est connexe et son image dans (G est H. En effet, (Gi a un groupe 
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dérivé simplement connexe de sorte que le centralisateur d'un élément 
semi-simple de Gi est connexe. On en déduit ce qu'on voulait. □ 

On a une autre description de iTo{'?y{Ja)) plus explicite mais finalement 
moins commode à l'usage. 

Proposition 3.9.7. — Avec le choix d'un point géométrique de Xa^j) 
au-dessus du point géométrique fj^ de X^, on a un isomorphisme entre 
'^oi'^viJa)) est le conoyau du composé de deux flèches 

dont la première se déduit de l'homomorphisme évident — > ^Ki^v) 
et dont la seconde est un isomorphisme canonique de 7ro(T'^*(-'^")) sur la 
partie de torsion de (lL^)n'{i„)- 

Démonstration. — On sait que 7!'o(7'v{Ja)) est le conoyau de l'homo- 
morphisme 7ro(Ja,„) 7ro(Tïj( J°)). D'après 12. 3. 2^ on sait que 7ro(Ja,„) 
et 7ro(Z(g) ont la même image dans (X*)^.(/^). □ 

3.10. Densité de l'orbite régulière. — On reporte à la section 14.141 
pour une esquisse de la démonstration de la proposition suivante. Elle se 
déduira de son analogue global qui sera démontrée de manière détaillée. 
Seul analogue global sera utilisé dans la suite de l'article. 

Proposition 3.10.1. — L'ouvert JA^^^ {a) est dense dansM^i^a). 

Notons qu'on sait déjà que le fermé complémentaire M„(a) — M^°^(a) 
est de dimension strictement plus petite que que dim(M^'^^(a)) cf. 13.7.11 

Corollaire 3.10.2. — L'ensemble des composantes irréductibles de la 
fibre de Springer affine Jii^^a) est en bijection canonique avec le groupe 
des composantes connexes du groupe J't,(Ja)- 

Démonstration. — On a en effet un isomorphisme !P„( Ja) M.^^^^a) en 
faisant agir 'J'y{Ja) sur le point de Kostant. □ 

3.11. Le cas d'un groupe endoscopique. — Soit H un groupe 
endoscopique de G au sens de 11.81 Soit € Ch{Ôv) d'image a G 
c{Oy) n c^^lFj)). Il n'y a pas de relation directe entre les fibres se Springer 
affines 'Mh,v{o,h) et Mt,(a). Il y a pourtant une relation évidente entre 
leurs groupes de symétries. 
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On alors deux X^j-schémas en groupes Ja = a*J et JH,aH = (^h^h qui 
sont reliés par un homomorphisme 

qui est un isomorphisme au-dessus du disque pointé X*. Cet homomor- 
phisme est construit en prenant l'image réciproque par an de l'homo- 
morphisme fi construit dans 12.5. 1[ 

Soit 'Ji^jj^an) le groupe algébrique affine sur k dont le groupe des 
fc-points est 

On a alors la suite exacte 

(3.11.1) 1 ^ 3l|^,(aH) ^ 7,iJa) ^ y.(JH,a«) ^ 1. 

Lemme 3.11.2. — On a 

où y{aH) = deg^(a^9^^), le diviseur de Ch étant défini dans 
\1.10.à 

Démonstration. — En vertu de la suite exacte 13.11.11 on a 

dim{3i%{aH)) = dim(y,(Jj) - dim(n-( J^,,„^)). 

Comme l'homomorphisme Jjî.a^ Ja est un isomorphisme dans la fibre 
générique, on l'égalité 

Cvian) = c^{a) 

où Cvlau) et Cj){a) sont les invariants galoisiens qui apparaissent dans la 
formule de dimension de Bezrukavnikov cf. I3.7.5[ En appliquant cette 
formule à a et Oi^, on trouve 

dim(Dlg_,(aH)) = deg^(a*DG) - deg,{a*H^H). 
Il suffit maintenant d'évoquer 11.10.31 pour conclure. □ 

Soit maintenant € Ch{Ov) d'image a G c{Oy) fl c''^(F„). Avec la 
même définition que ci-dessus, on obtient un groupe 'Ji^^an) défini sur k. 
On a la formule 

qui implique la formule de dimension 

dim3^|„(aH) = deg(A;,/Â:) deg,(a^9^f). 
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En identifiant y„(Ja) avec l'ouvert JvU^^^a) de M^(a) et en identifiant 
7'v{JH,aH) avec l'ouvert 'MH,v{ciH), puis en prenant l'adhérence du graphe 
de l'homomorphisme /Xq^ dans M„(a) x M„(aH), on obtient une corres- 
pondance intéressante entre ces deux fibres de Springer affines. Nous 
n'allons pas utiliser cette correspondance dans ce travail. 



4. Fibration de Hitchin 

Dans son article mémorable [32] . Hitchin a observé que le fibré co- 
tangent de l'espace de module des fibrés stables sur une courbe forme 
un système hamiltonien complètement intégrable. Pour cela, il construit 
explicitement une famille de fonctions commutantes pour le crochet de 
Poisson en nombre égal à la moitié de la dimension de ce cotangent. Ces 
fonctions définissent un morphisme de ce cotangent vers un espace affine 
dont la fibre générique est essentiellement une variété abélienne. Ce mor- 
phisme particulièrement joli est souvent appelé la fibration de Hitchin. 

Nous adopterons un point de vue différent en considérant les fibres de 
la fibration de Hitchin comme l'analogue global des fibres de Springer 
affines. En particulier, nous remplaçons le fibré canonique de la courbe 
par un fibré inversible de degré très grand. En faisant ainsi, nous perdons 
la forme symplectique tout en gardant une fibration ayant la même allure 
que la fibration originale de Hitchin. 

Comme nous avons observé dans [55] . le comptage des points dans 
un corps fini de la fibration de Hitchin généralisée dans ce sens donne 
formellement le côté géométrique de la formule des traces pour l'algèbre 
de Lie. Ceci continue à nous servir de guide dans ce chapitre pour étudier 
les propriétés géométriques de la fibration de Hitchin. Le comptage de 
points sera passé en revue dans le chapitre [81 

Notre outil favori pour explorer la géométrie de la fibration de Hitchin 
/ : M — » yi et un un champ de Picard 7 ^ A agissant sur M. Cette action 
est fondée sur la construction du centralisateur régulier [2J On démontre 
en particulier que qu'il existe un ouvert M""*^^ de M cf. 14.3.31 sur lequel ? 
agit simplement transitivement et qui est dense dans chaque fibre Ma cf. 
I4.14.1[ On peut analyser la structure de en détails grâce à la courbe 
camérale et à la théorie du modèle de Néron. Ceci permet en particulier de 
définir un ouvert ^1^ au-dessus duquel M est essentiellement un schéma 
abélien. 
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On fera aussi certains calculs utiles pour la suite comme le calcul des 
dimension I4.4[ celui du groupe des composante connexes de T'a cf. 14.101 
et celui du groupe des automorphismes des fibres de Higgs cf. I4.11[ 

Le point clé de ce chapitre est la formule de produit 14.13.11 qui établit 
la relation entre la fibre de Hitchin et les fibres de Springer affine. Cette 
formule a été démontrée dans [55]. Cette formule de produt joue un rôle 
crucial dans le chapitre sur le comptage [H] et en fait elle est également en 
filigrane dans la démonstration du théorème du support dans le chapitre 

El 

On établit enfin un lien entre la fibration de Hitchin de G et celle d'un 
groupe endoscopique. Il existe un morphisme canonique u : Ah -A 
et si ajï I— i> a, on a un homomorphisme canonique /i : '^H,aH- En 

revanche, il n'y a pas de relation directe entre les fibres de Hitchin Ma 
et l^H^an mais une correspondance qui se déduit de /z. On utlisera pas 
cette correspondance dans la suite de l'article mais il vaut probablement 
le coup de l'exploiter davantage. 

Voici les notations qui seront utilisées dans ce chapitre. On fixe une 
courbe X propre lisse et géométriquement connexe de genre g sur un 
corps fini k. Soit k une clôture algébrique de k. On note X = X ®kk. 

On note F le corps des fonctions rationnelles sur F. Soit |X| l'ensemble 
des points fermés de X. Chaque élément f G |X| définit une valuation v : 
Jj. Notons Fy la complétion de F par rapport à cette valuation, 0^ 
son anneau des entiers et k^ son corps résiduel. On note X^ = Spec(Ot,) 
le disque formel en v et X* = Spec(F^,) le disque formel pointé. 

Soit G un groupe de Chevalley avec un groupe de Weyl W dont 
l'ordre n'est pas divisible par la caractéristique de k. Soit G un X-schéma 
en groupes réductif forme quasi-déployée de G définie par un Out(G)- 
torseur pc sur X. G est alors muni d'un épinglage (T, i?,x_|_). Repre- 
nons la suite des notations de 11.31 En particulier, on a un X-schéma des 
polynômes caractéristique c, le morphisme de Chevalley x • c oii 
g = Lie(G) et un morphisme fini plat vr : t c qui au-dessus de l'ou- 
vert c""*^ est un torseur sous le schéma en groupes fini étale W obtenu en 
tordant W par pc. 

Nous fixons un fibré inversible D sur X qui est le carré D = D'®"^ d'un 
autre fibré inversible D' . De règle générale, nous supposons que le degré 
de D sera plus grand que 2g oii g est le genre de X ce qui est contraire à 
|32j oii D est le fibré canonique. Nous indiquerons néanmoins les endroits 
oii cette hypothèse est vraiment nécessaire. 
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Notons que <Gm agit sur g et t par homothétie, et agit sur c de façon 
compatibles. On notera Qd, et Cd les objets tordus par le Gm-torseur 
attaché au fibre inversible D. 

4.1. Rappels sur Bung. — Nous considérons le champ Bunc qui as- 
socie à tout fc-schéma S le groupoïde des G-torseurs sur X x 5*. Le champ 
Bunc est un champ algébrique au sens d'Artin |49j . Le groupoïde des k- 
points de Bun^ peut s'exprimer comme une réunion disjointe des doubles 
quotients 

Buna(fc) = □ [GHi^)\n^^|^ G(F.)/G(0.)] 

ÇGkeri(F,G) 

sur l'ensemble ker^(F, G) des G-torseurs sur F qui sont localement tri- 
viaux. Ici, désigne la forme intérieure forte de G sur F donnée par la 
classe ^ e ker^(F, G) et le produit Y[ désigne un produit restreint. 

Pour tout V G |X|, on dispose comme dans 13. Il de la grassmannienne 
affine Sv et d'un morphisme 

C : Sv — > Buug 

qui consiste à recoller le G-torseur sur X^xS muni d'une trivialisation 
sur X'xS, avec le G-torseur trivial sur {X — v) x S. L'existence de ce 
recollement formel est un résultat de Beauville et Laszlo [4]. Au niveau 
des fc-points, ce morphisme est le foncteur évident 

G(F„)/G(0.) [G(F)\n G(F„)/G(0.)] 

qui envoie G G(F„)/G(Ot,) sur l'uplet constitué de et des éléments 
neutres de G{F^')/G{Oyf) pour toutes les places v' ^ v. 

4.2. Construction de la fibration. — Rappelons la définition de 
l'espace de module de Hitchin. 

Définition 4-2. 1. — L'espace total de Hitchin est le groupoïde fibre 
M qui associe à tout k-schéma S le groupoïde M,{S) des couples {E, (p) 
constitué d'un G-torseur E sur X x S et d'une section 

G H°(X X S,ad{E) ®0x D) 

où a.d{E) est le fibré en algèbres de Lie obtenu en tordant g muni de 
l'action adjointe par le G-torseur E. 
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4-2.2. — Il revient au même de dire que M(S') est le groupoïde des 
morphismes h^^^ qui s'insèrent dans le diagramme commutatif : 

XxS^[qd/G]. 

Ce champ est un fibre vectoriel au-dessus du champ algébrique Bunc 
classifiant les G-torseurs au-dessus de X si bien qu'il est lui-même un 
champ algébrique. 

4-2.3. — Le morphisme caractéristique de Chevalley x • ^ c induit 
un morphisme 

[X] : [ôd/G] ^ co. 

On obtient un morphisme 

f -.M-^A 

où pour tout fc-schéma S, A{S) est le groupoïde des morphismes a qui 
s'insèrent dans le diagramme commutatif : 

a : X X S ^ Cd- 

Il revient au même de dire que A est l'ensemble des sections du fibré 
vectoriel Cd au-dessus de X. Il s'ensuit que A est un A;-espace vectoriel 
de dimension finie. 

4-2-4- — Étant donnée une racine carré D' de D, on obtient une section 
eD' : yi — M du morphisme f : M ^ A en utilisant 12. 2. 51 Cette section 
est essentiellement la même que les sections qu'a construites Hitchin de 
façon plus explicite dans le cas des groupes classiques. On l'appellera la 
section de Kostant-Hitchin. 

4.3. Symétries d'une fibre de Hitchin. — Comme pour les fibres 
de Springer affines, la construction des symétries naturelles d'une fibre 
de Hitchin est fondée sur le lemme 12.1.11 voir [55] . 

4-3-1. — Pour tout S-point a de A, on a un morphisme ha : X x S ^ 
[c/Gm]- On note Ja = h^J l'image réciproque de J sur [c/(Gm] et on 
considère le groupoïde de Picard Ta («S*) des Ja-torseurs au-dessus de X x 
S. Quand a varie, cette construction définit un groupoïde de Picard T 
fibré au-dessus de A. 

4-3-2. — L'homomorphisme x*J I du lemme 2.2.1 induit pour tout 
S'-point {E, 0) au-dessus de a un homomorphisme 

Ja Autxxs{E,(t)) = h^^^I. 
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Par conséquent, on peut tordre {E, (p) par n'importe quel J^-torseur. Ceci 
définit une action du groupoïde de Picard Ta (S*) fibré sur le groupoïde 
M(i(S'). En laissant le point a varier, on obtient une action de T sur M 
relativement à la base A. 

Comme pour les fibres de Springer affines, nous considérons l'ouvert 
M''^^ de M dont les points sont les morphisme : X x S ^ [Qd/G] 
qui se factorisent par l'ouvert [g^^/G]. 

Proposition 4-3.3. — IvU*^^ est un ouvert de M ayant des fibres non 
vides au-dessus de A. De plus, c'est torseur sous l'action de T. 

Démonstration. — Pour tout a G A{k), le point [e]'^'(a) construit dans 
cf. 12.2.51 est dans l'ouvert régulier. Ceci montre que le morphisme JiU'^^ — >■ 
A a les fibres non vides. On déduit du lemme [2^2.1l que MJj*^^ est un torseur 
sous Tq. □ 

4-3. 4- — La section de Kostant-Hitchin 14.2.41 6 n/ : A —>■ M, se factorise 
par l'ouvert M'''^^ car la section de Kostant e : c ^ g se factorise à travers 

4.4. Dimensions. — Nous allons utiliser la même notation Cd pour 
désigner le X-scliéma en vectoriels et le Ox-T^odu\e localement libre. Si 
G est déployé, le Ox-module Cd a. une expression explicite 

r 
i=l 

OÙ ei,...,er sont des entiers naturels qui apparaissent dans ll.lTl En 
général, Cd prend cette forme après un changement de base fini étale 
p : Xp ^ X qui déploie G. Par définition, le X-schéma en vectoriel Cd 

est 

Cd = Spec(Symo^(c^)) 

oii SymQ^ [c^] est le faisceau en Ox-algèbre puissance symétrique du (Dé- 
module dual c^. 

Lemme 4-4-1- — Si D > 2g ~2 , A est un k- espace affine de dimension 

dim(yi) = $ deg(L')/2 + r{l - g + deg(D)) 
où r est le rang de G et est le nombre de ses racines. 
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Démonstration. — Soit p : Xp ^ X le revêtement fini étale galosien 
qui déploie G. Alors p*Cr) est isomorphe à une somme directe p*D'^'^\ Il 
s'ensuit que 

deg(cD) = (ei H h e^) deg{D). 

On a l'égalité 

dimH°(X, cd) + dimHi(X, cd) = {ei + ■ ■ ■ + e,) deg{D) + r(l - g) 

par le théorème de Riemann-Roch. On sait d'après Kostant que les entiers 
Ci — 1 sont les exposants du système de racines $ de sorte que 

ei + ■ ■ ■ + = r + H $/2. 

Il suffit donc de démontrer que H^(X, c^) = 0. Puisque deg{D) > 2g — 2 
et puisque p est fini étale, on a 

deg{p*D) > deg{p*nx/k) = deg{nx,/k) 

d'oii résulte l'annulation de H^(Xp, p*D®^'). Pour démontrer l'annulation 
de H^(X, Cn), il suffit de remarquer que H^(X, Cd) est un facteur direct 
deHi(X„p*c^). □ 

Si deg{D) est un entier fixé plus grand que 2g — 2, la dimension de la 
base de Hitchin A ne dépend donc ni de D ni de la forme quasi-déployée. 

Proposition 4-4-2- — Le champ de Picard'? est lisse au-dessus deA^. 

Démonstration. — Puisque Ja est un schéma en groupe lisse commu- 
tatif, l'obstruction à la déformation d'un J^-torseur gît dans le groupe 
H^(X, Lie( Ja)). Celui-ci est nul car X est un schéma de dimension un. □ 

Proposition 4-4-3- — Pour tout a G A{k), on a un isomorphisme ca- 
nonique Lie(Ja) = cj, ® -D. 

Dans la démonstration qui suit lorsque / : X —> F et si £ est un Oy- 
module, on écrira simplement C pour désigner aussi son image inverse 
f*C. Cet abus de notation ne devrait pas causer de confusion car le 
schéma qui porte le module sera toujours clair par le contexte. 

Démonstration. — D'après 12.4.71 l'homomorphisme Ja Jl induit un 
isomorphisme Lie( Jq) Lie( J^) sur les algèbres de Lie. Par construction 
de J^, Lie(J^) peut se calculer à l'aide du revêtement caméral vr^ : X^ 
X par la formule 

Lie(J.^) = (K).t)^. 
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Rappelons que le revêtement caméral est défini en formant le diagramme 
cartésien 

Xa 



Puisque tt est fini et plat, la formation de 7r*t commute à tout changement 
de base en particulier {7!'a)*t = a*7r*t. Il suffit donc de calculer (tt^kI)^. 

Puisque Cd est le quotient invariant de Id par l'action de W, il en est 
de même pour les espaces totaux des fibrés tangents Tt^/x et T^^/x- On 
en déduit 

Par ailleurs, comme 1^ est un fibré vectoriel sur X, on a ^i^^x — ^D"!- 
De même, on a fi^^^/x = Cz?- On obtient finalement une égalité de 0^^- 
modules (vr^t/j-i)'^ = c}) d'oii 

En prenant l'image inverse de cette égalité par la section a : X — > c^, on 
obtient l'égalité Lie(Ja) = ®Ojf D. □ 

Dans le cas oii G est déployé, le lemme permet d'exprimer Lie( Ja) en 
termes de D et des exposants du système de racines Soient ei, . . . , 
les degrés des polynômes invaraints homogènes comme dans l'énoncé de 
ll.l-H on a 

Lie(J,) = D-''+^ (S ■ ■ ■ ® D-'^+\ 

Si G n'est pas déployé, Lie(Ja) devient isomorphe à la somme directe 
de droite sur un revêtement fini étale galoisien de X qui déploie G. En 
particulier 

r 

deg(Lie( J,)) = 5^(-e, + 1) deg(D) = -fl $ deg(D)/2. 

1=1 

Corollaire 4-4-4- — Pour tout a G A'^(k), 

dim(y„) = tl $ deg(D)/2 + r{g - 1). 
Démonstration. — On a 

dim(?„) = dim(tf(X,Lie(Ja))) - dim(H°(X, Lie( J,))) 

de sorte que l'égalité à démontrer résulte de la formule de Riemann- 
Roch. □ 
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4-4-5- — En comparant avec la formule 14.4.11 

dim(yi) = H $ deg(L))/2 + r{l-g + deg(D)) 

on obtient 

dim(T) = {r + ^^) deg{D). 

4-4-6- — Dans I04.ll on démontrera que M,]^^ est dense dans Ma de 
sorte qu'on aura alors les mêmes formules de dimension pour M 

dim(Ma) = $ deg(D)/2 + r{g - 1) 

et 

dim(M) = (r + ^$) deg{D). 

4.5. L'ouvert A'^ et le revêtement caméral. — Considérons le dia- 
gramme cartésien 

X ^^D 



X xA ^ CD 

oii le morphisme de bas associe un couple (x, a) avec x E X et a E A 
l'image a(x) G Cd- Le morphisme de gauche qui se déduit de vr par 
changement de base est un morphisme fini et plat avec une action de W. 

En prenant la fibre en chaque point a G A{k), on obtient le revêtement 
caméral tt^ : Xa ^ X de Donagi. Dans la suite, on va se restreindre aux 
paramètres a tels que la courbe camérale est réduite. Ces paramètres 
forment un ouvert de A qui peut être décrit comme suit. 

Considérons l'image inverse U de G dans X x yi. Le morphisme 
deU ^ A étant lisse, son image est un ouvert de A que nous allons noter 
. Ses A;-points sont décrits comme suit 

yi^(fc) = {a G A{k) I a{X) (/L S)g,d}. 

Si deg(D) > 2(yf, l'ouvert Ai^ est non vide. On reporte la démonstration 
à 14. 6. H oir on démontre un énoncé plus fort. 

Lemme 4-5.1. — Pour tout point géométrique a G A'^(k), le revête- 
ment TTa : Xa X est génériquement un torseur sous W . De plus, 
Xa est une courbe réduite. 
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Démonstration. — Par définition de A'^, l'intersection Ua de U avec la 
fibre X x {a} est un ouvert non vide de X. Par construction, tt^ est un 
H^-torseur au-dessus de cet ouvert dense. Puisque TCa est un morphisme 
fini plat, na*Ox Ojf-module sans torsion. S'il est génériquement 

réduit, il est partout réduit. □ 

La courbe camérale Xa est munie d'une famille de revêtements fi- 
nis étales naturels. Considérons une réduction du torseur pc comme 
dans cf. 11.3.61 d'oii nous reprenons les notations. En particulier, on a 
un revêtement fini étale p : Xp X galoisien de groupe de Galois 6p 
qui induit pout par le changement de groupes structuraux 9p Out((G). 
On a alors un diagramme cartésien 



(4.5.2) 



XpX t 



Xp X <c 



Pour tout a G A{k), construisons le revêtement VTpa : 
formant le produit cartésien 



X en 



(4.5.3) 



X 



Xp X tD 



CD 



On a alors un morphisme fini étale Xp^a —>■ Xa qui est galoisien de groupe 
de Galois 6p. 

La discussion ci-dessus s'applique encore si on dispose d'une réduction 
p du Out((G)-torseur pc sur X. 

Proposition 4-5. 4- — Soit p : Xp ^ X un revêtement fini étale galoi- 
sien et connexe. Supposons que deg{D) > 2g. Alors pour tout a G A'^{k), 
la courbe Xp^a Gst connexe. 

Démonstration. — Rappelons un résultat de connexité général de Fulton 
et Hansen cf. |22[ théorème 4.1]. 

Théorème 4-5.5. — Soient M, N des k-schémas irréductibles avec des 
morphismes propres f : M et g : N tels que dim(/(M)) + 

àim.{g{N)) > h. Alors M Xph est connexe. 
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Voici comment appliquer ce résultat à notre cas particulier. En passant 
au revêtement p : Xp X, Co se décompose en une somme directe 
Cd = ©1=1 D'^^\ La section a G T{X, Cd) définit alors des sections a, G 
r(Xp, pour tous i = 1, . . . , r. En tant que schéma au-dessus de Xp, 

Cd Xx Xp = XpX <cd 

est un produit des fibrés en droites D®^». Compactifions chacun de ces 
fibrés en droites D^"^^ en un fibré en droites projective pi(£)®^» © ^x^)- 
Leur produit 

est une compactification de Cd Xx ^p- H est géométriquement connexe 
car Xp l'est par hypothèse. Soit M la normalisation de P^^ (D) dans 

le revêtement fini et plat Xp x t^i — > Xp x cd- 
Considérons aussi le produit au-dessus de k 

pei,...,e.p^ = P1(D®^1 © Ojf_) X X • • • X P\D^^^ © Ox^) 

qui contient pi(£)®^i © Ox_) comme un sous-schéma fermé. Chaque fac- 
teur P^[D^'^^) est muni d'un fibré en droites 0(1) très ample relative- 
ment à k car sous l'hypothèse deg(D) > 2g. Il induit un plongement de 
P^(D^'^^) dans un espace projectif P^\ La composante Oj G T{Xp, D^'^^) 
de a définit un hyperplan iï^^ dans ce projectif. L'image de la section 

a : Xp — > Xp X Cd 

est alors l'image réciproque dans P^^ "''^''(D) de 

Hi X ■■■ X Hr CP^' X ■■■ X P'*^ 

Il s'ensuit que Xp^a est l'image réciproque dans M du même produit 
d'hyperplans. Il ne reste qu'à prendre le plongement de Vcronese de P^^ x 
• ■ ■ X P^*^ pour être en position d'appliquer le théorème de Fulton-Hansen 
qui implique que la courbe Xp^a est connexe. □ 

4.6. L'ouvert A^. — Commençons par étudier l'ouvert Tl^ oii les 
fibres de sont aussi simples que possible. Cet ouvert est défini comme 
suit. Un point a G A(k) appartient à cet ouvert si la section ha X ^ Cd 
coupe transversalement le diviseur Dd- Ici désigne le diviseur de Cd 
obtenu en tordant le diviseur 2) C c par le (G,„-torseur associé au 
fibré inversible D. 

Proposition 4-6. 1. — Si deg(I>) > 2g, l'ouvert est non vide. 
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La démonstration est complètement similaire à celle du théorème de 
Bertini due à Zariski. Commençons par démontrer un lemme. 

Lemme 4-6.2. — Supposons deg{D) > 2g où g est le genre de X . Pour 
tout X E X{k) défini par un idéal rrix- La flèche 

H°(X,c)^c®o^ Ox/ml- 

est surjective. Ici le fibré vectoriel c est vu comme un Ox -'module locale- 
ment libre de rang r. 

Démonstration. — En passant au revêtement fini étale p : Xp ^ X, c 
devient isomorphe à une somme directe 

r 
i=l 

oii Ci sont définis dans ll.l.ll et en particulier sont des entiers plus grand 
ou égal à 1. Comme c est un facteur direct de p*p*c, il suffit de démontrer 
la surjectivité de la fièche 

R%X',p*c)^p\®o^ Ox/ml 

Il suffit de démontrer cette surjectivité pour chacun des facteurs directs 

p*D^^\ 

Il est loisible de supposer ici que Xp est géométriquement connexe. 
Notons g' son genre. On a alors 2g' — 2 = n{2g — 2) où n est le degré de 
p. La surjectivité ci-dessus se déduit de l'inégalité 

deg(D®^") > 2ng = {2g' - 2) + 2n. 

Le lemme en résulte. □ 

Démonstration. — Revenons à la proposition 14.6.11 Dans Dcd, on a un 
ouvert lisse S)d — T)^^^ complément d'un fermé D^^^ de codimension 2 
dans Cd. 

Considérons le sous-schéma Zi de {Dg,d — ®g?I)) ^ ^ consitiué des 
couples (c, a) tels que la section a{X) passe par le point c et intersecte 
avec le diviseur Dq en ce point avec une multiplicité au moins 2. D'après 
le lemme ci-dessus 

dim(Zi) < dim(^) - 1 
de sorte que la projection Zi ^ A n'est pas surjective. 
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Considérons le sous-schéma Z2 de ^^q^ x A des couples (c, a) tels que 
la section a(X) passe par c. De nouveau d'après le lemme, on a une 
estimation de dimension 

dim(Z2) < dim(^) - 1 

de sorte que la réunion des images de Zi et de Z2 est contenu dans un 
sous-schéma fermé strict de A. Il existe donc un point a G A^ telle qu 
la section a{X) ne coupe pas le lieu singulier D^^d discriminant et 
coupe le lieu lisse de ce diviseur transversalement. □ 

Lemme 4-6.3. — Un point a G A{k) est dans l'ouvert A'^{k) si et 
seulement si la courbe camérale Xa est lisse. 

Démonstration. — Supposons que a G A'^ik) c'est-à-dire la section a[X) 
dans Cd coupe transversalement le diviseur TIg,d- Montrons que l'image 
inverse de cette section sur le revêtement Xp xto est lisse. En dehors du 
diviseur Dg,Di ce revêtement est étale si bien qu'il n'y rien à vérifier. La 
consition a{X) dans Cd coupe transversalement le diviseur Dg,d implique 
en particulier qu'elle ne coupe pas le lieu singulier ©^"d '^g,d- Un 
couple G ioik) est composé d'un point v G X{k) et d'un point x 

dans la fibre de in au-dessus de x. Au-dessus de f , le groupe G est déployé 
de sorte qu'on peut parler des hyperplans de racines dans la fibre de ïd 
au-dessus de v. Si {v^x) G inik) est au-dessus d'un point intersection de 
a{X) avec Dg,d — ^g'd' ^ appartient à un unique hyperplan de racines. 
On peut donc se ramener au cas d'un groupe de rang semi-simple un. 
Dans ce cas, un calcul direct montre que le complété formel Xa en (w, x) 
est de la forme A;[[e^]] — e™) 011 est un uniformisant de X en le 

point t> et m est la multiplicité d'intersection de a{X) avec Dg^d en ce 
point. Dans le cas transversal m = 1 ceci implique que Xa est lisse en 
{v,x). 

Supposons maintenant que a ^ A^{k). Si a{X) coupe le heu lisse de 
2)g,d avec une multiplicité plus grand que un, le calcul ci-dessus montrer 
que Xa n'est pas lisse. Supposons maintenant que a{X) coupe le lieu D^^f) 

en un point v E X. Supposons que Xa est lisse en le point {v, x) G tr){k) 
au-dessus de f . Le point x appartient alors à au moins deux hyperplans 
de racine différents de sorte que le groupe de monodromie locale n'i^Iv) 
cf. 13.7.31 contient deux involutions différentes. Ceci n'est pas possible car 
sous l'hypothèse que la caractéristique de k ne divise l'ordre de W, le 
groupe de monodromie locale n'i^v) est un groupe cyclique. □ 
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Corollaire 4-6. 4- — Soit Xp —> 
connexe. Supposons deg{D) > 2g. 
Xp^a Gst irréductible. 



X un revêtement fini étale galoisien 
Alors pour tout a G A'^{k), la courbe 



Démonstration. — D'après r4.5.4[ Xpa est connexe. Comme Xa est lisse, 
le revêtement étale Xp^a l'est aussi. Elle est donc irréductible. □ 

Définition 4-6.5. — Un champ abélien est le quotient d'une variété 
abélienne par l'action triviale d'un groupe diagonalisable. 

L'exemple typique d'un champ abélien est le champ classifiant les fibrés 
inversibles de degré zéro sur une courbe projective lisse géométriquement 
connexe. Si cette courbe est munie d'une action d'un groupe fini d'ordre 
premier à la caractéristique, les champs de Prym associés sont des champs 
abéliens. 

Proposition 4-6.6. — Pour tout a G A'^{k), l'ouvert M,'^^^ estM,a tout 
entier de sorte que Ma est un torseur sous Ta- La composante neutre de 
'y a Gst un champ abélien. 

On renvoie à [5?> proposition 4.2] pour la démonstration de la première 
assertion. La démonstration de la seconde assertion est reportée à fin du 
paragraphe 14.81 

4.7. Cas linéaire. — On va analyser les fibres de M et de T au-dessus 
d'un point a G A'^{k). Commençons par le cas du groupe linéaire : soit 
G = GL(r). Dans ce cas, on peut décrire les fibres de Hitchin à l'aide 
des courbes spectrales en suivant Hitchin \32\ et Beauville-Narasimhan- 
Ramanan [5]. On pourrait faire de même pour les groupes classiques cf. 
[52] et [57] . 

4.7.1. — Dans le cas G = GL(r), l'espace affine A est l'espace vectoriel 

r 

yi = 0H°(X,D^O. 

i=l 

La donnée d'un point a = (ai,...,ar) G A(k) détermine une courbe 
spectrale Ya tracée sur l'espace total du fibré en droites D. Cette 
courbe est donnée par l'équation 

f -ait''-^ + --- + {-lYar = 0. 
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On définit un ouvert ^1^ de A dont les points géométriques a G APÇk) 
définissent une courbe spectrale réduite. Si a G J^{k\ la fibre de Hit- 
chin Ma est le groupoïde Pic(Fa) des Oy^-modules sans torsion de rang un 
d'après [5]. La fibre est le groupoïde Pic(Y'a) des Oy^ -modules inver- 
sibles. Pic(ya) agit sur Pic(Fa) par produit tensoriel et Pic(Y'a) contient 
Pic(y(j) comme un ouvert. 

— Si la courbe spectrale Y a est lisse alors il n'y pas de différence 
entre Pic(y'a) et Pic(ya) c'est-à-dire IPa agit simplement transitivement 
sur Ma. De plus, dans ce cas, la structure de y a est aussi simple que 
possible. Le groupe des composantes connexes de ^a est isomorphe à Z 
par l'application degré car est connexes. La composante neutre de Ta 
est le quotient de la jacobienne de Ya qui est une variété abélienne, par 
le groupe Gm agissant trivialement. 

4-7.3. — Soit ^ : Yj^ Ya la normalisation de Ya- Le foncteur d'image 
réciproque induit un liomomorphisme 

r : Pic(ra) - Pic(ra') 
qui induit un isomorphisme 

7ro(Pic(Fa)) ^7ro(Pic(i;^)) = Z-»^^'''). 

Le noyau de ^* est un groupe affine commutatif de dimension 

5a = dimH0(ra,eOy„^/OyJ. 

4-7. 4- — Par construction, Ya est un courbe tracée sur une surface lisse 
en particulier n'a que des singularités planes. D'après Altman, larrobino 
et Kleiman [T], Pic(Ya) est alors un ouvert dense de Pic(Y'a). 

Nous allons maintenant généraliser la discussion ci-dessus à un groupe 
réductif général. 

4.8. Modèle de Néron global. — Dans ce paragraphe, on fixe un 
point a G A'^{k) et on note U l'image réciproque de l'ouvert par le 
morphisme a : X ^ c^^. 

Comme dans le cas local 13. 8[ la structure du champ de Picard Ta des 
Ja-torseurs sur X peut être analysée à l'aide du modèle de Néron de 
Ja- C'est un schéma en groupes lisse de type fini au-dessus de X muni 
d'un homomorphisme Ja Ja qui est un isomorphisme au-dessus de U. 
Il est de plus caractérisé par la propriété suivante : pour tout schéma en 
groupes lisse de type fini J' sur X avec un homomorphisme Ja —>■ J' qui 
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est un isomorphisme sur U, il existe un unique homomorphisme J' —>■ 
tel que le triangle évident commute. L'existence de ce modèle de Néron est 
un résultat de Bosch, Lutkebohmer et Raynaud cf. [9] qu'ils l'appellent 
le modèle de Néron de type fini à distinguer avec le modèle de Néron 
localement de type fini. 

Ce modèle de Néron global s'obtient à partir des modèles de Néron 
locaux cf. 13. SI comme suit. Pour tout v G X — U, on note la complétion 
de X en t> et X* = X^ — {v}. Considérons le modèle de Néron du tore 
Ja\x'- En recollant les modèles de Néron en les différents points v & X—U 
avec le tore Ja\u, on obtient un schéma en groupes commutatifs lisse 
au-dessus X muni d'un homomorphisme de schémas en groupes Ja Ja- 

Comme dans I3.8.2[ peut être exprimé à l'aide de la normalisation 
de la courbe camérale Xa- L'action de W sur Xa induit une action 
de ce groupe sur X^. Notons 7r|^ : X^ — > X le morphisme vers X. Voici la 
conséquence globale de l'énoncé local 13.8.21 

Corollaire — s'identifie au sous-groupe des points fixes sous 

l'action diagonale de W dans Ylx^/xC^ ^t)- 

La variante suivante sera utile dans la suite. Considérons une réduction 
de pg donnée sous la forme p : Xp X torseur sous 9p. Pour tout 
a G A'^{k), on a un revêtement fini plat np^a '■ Xp^a X comme dans 
14.5.31 qui est génériquement étale galoisien de groupe de Galois W x 9p. 
Soit Xp^^ la normalisation de Xp ^ qui est aussi munie d'une action de 
W X 9p. Soit 7r^_^ sa projection sur X. On a alors 

Jt= n (T X ^ir 

Considérons le groupoïde de Picard des J^-torseurs. L'homomor- 
phisme de schémas en groupes Ja Ja induit un homomorphisme de 
groupoïdes de Picard !P^. Cet homomorphisme réalise essentielle- 

ment la structure générale d'un groupe algébrique sur un corps algébri- 
quement clos comme l'extension d'une variété abélienne par un groupe 
algébrique affine cf. |63] . La démonstration qui suit s'inspire d'un argu- 
ment de Raynaud |61] . 

Proposition ^.8.2. — (1) L 'homomorphisme 7 a{k) —^y\{k) est es- 
sentiellement surjectif. 

(2) La composante neutre (T^)" de est un champ ahélien. 
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(3) Le noyau de est un produit de groupes algébriques 

affines de type fini D^t,(a) qui sont définis dans le lemme Ï3.8.1[ Ceux-ci 
sont triviaux sauf en un nombre fini de points v G |X|. 

Démonstration. — (1) Par construction même des modèles de Néron, 
l'homomorphisme — >■ est injectif en tant qu'homomorphisme entre 
faisceaux en groupes abéliens pour la topologie étale de X. Considérons 
la suite exacte 

(4.8.3) 1 ^ _ fjj^ ^ 1 

oii le quotient J^/Ja est supporté par le fermé fini X — U et la suite 
exacte longue de coliomologie qui s'en déduit. Comme H^(X, Ja/Ja) = 0, 
l 'liomomorpliisme 

}î\X,.Ja)^}l\X,jt) 

est surjectif. 

(2) Soit Xa l'image réciproque du revêtement to ^ Cd par le mor- 
phisme ha : X ^ cd- Soit X^ la normalisation de Xa- D'après la pro- 
position [3S21 le modèle de Néron ne dépend que du revêtement X^- 
Plus précisément consiste en les points fixes sous l'action diagonale 
de W dans la restriction à la Weil nx7x(-^ ^ï)- H en résulte qu'à 
isogénie près, 7^ est un facteur du groupoïde des T-torseurs sur le- 
quel est isomorphe au produit de r copies du Pic(X^). Puisque est 
une courbe projective lisse éventuellement non connexe, la composante 
neutre de Pic(X^) est le quotient d'un produit de variétés jacobiennes 
par un produit de G m agissant trivialement. 

(3) La dernière assertion résulte aussi de la suite exacte longue de 
cohomologie qui se déduit de la suite exacte courte (14.8.31) . Ayant défini 
le noyau comme la catégorie des J^-torseurs munis d'une trivialisation 
du J^-torseur qui s'en déduit, on n'a pas en fait à se préoccuper des H° 
dans la suite longue. 

Ceci termine la démonstration de la proposition. □ 

Démonstration. — Revenons maintenant à la seconde assertion de 14.6.61 
Soit a G A'^{k). La courbe camérale Xa est alors une courbe lisse de sorte 
que le conoyau de l'homomorphisme Ja Ja est un faisceau de groupes 
finis supporté par un sous-schéma fini de X. Il s'ensuit que — > 
est une isogénie de groupoïdes de Picard c'est-à-dire un homomorphisme 
essentiellement surjectif à noyau fini. Puisque CP^ est un champ abélien, 
il en est de même de □ 
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4.9. Invariant 5a- — Pour tout a G A^{k), considérons le noyau 
(4.9.1) X := ker[T, T^] 

II classifie les J^-torseurs sur X dont le J^-torseur qui s'en déduit est 
muni d'une trivialisation. C'est un groupe algébrique affine de type fini 
qui se décompose en produit 

v&X-U 

oii 3i^(a) est le groupe défini en I3.8.1I 

On définit V invariant ôa comme la dimension de CRq qui s'écrit donc 
comme une somme d'invariants ô locaux 

ôa := dim(3^„) = ^ 5^{a). 

v&X-U 

La conjonction de 14.8.21 et de la formule de dimension du groupe des 
symétries locales 13.8.31 donne une formule pour l'invariant 5 global. 

Corollaire 4-9.2. — Pour tout a G A{k), l'invariant ôa défini comme 
ci- dessus est égal à 

Sa = dimH°(X,t®o^ {7rlO^,/7ra.O^ ))^. 

y\. CL ^ *- et 

De nouveau, on a une autre formule qui exprime l'invariant 5 global 
en fonction du discriminant corrigé par des invariants monodromiques 
locaux comme dans la formule de Bezrukavnikov. 

Rappelons que le discriminant Dg est un polynôme homogène de degré 
jj $ sur c, tl $ étant le nombre de racines dans le système de racines Il 
s'ensuit que pour tout a G A^{k), a*DG,D est un diviseur linéairement 
équivalent à Z}®(f*) de sorte que 

deg{a*^G,D) = ^^deg{D). 

Ecrivons 

a*'^G,D = diVi H h dnVn 

où fi, . . . ,f„ sont des points deux à deux distincts de X et oii di est 
la multiplicité de Vi. Pour tout i = 1, . . . ,n, notons q la chute du rang 
torique de en le point Vi. La formule suivante est un corollaire immédiat 

delâzni 
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Proposition 4-9.3. — On a l'égalité 

n n 

2<5a = Y^^d, - c) = H * deg{D) - ^ c,. 

1=1 i=l 

4.10. Le groupe 7ro(Ta)- — Dans ce paragraphe, nous allons décrire 
le groupe de composantes connexes de dans l'esprit de la dualité de 
Tate-Nakayama. Pour cela, il est nécessaire de faire un certain nombre 
de choix et de fixer quelques notations. 

Fixons un point oo G X{k). Considérons l'ouvert A°° de A qui consiste 
en les points a G A{k) tels que a(oo) G cg. C'est un sous-schéma ouvert 
de A'^ . Si oo est défini sur k, alors l'ouvert A°° est aussi défini sur k. 

On choisit un déploiement de G au-dessus de X comme dans I1.3.10I 
Ceci consiste en un homomorphisme p* : 7ri(X,oo) Gp qui relève 
Pq : TTi{X, oo) Out((G). Cet homomorphisme détermine un revêtement 
fini étale galoisien p : Xp — X de groupe de Galois 6p muni d'un point 
oOp G Xp au-dessus de oo. On a alors un revêtement fini et plat 

7Tp : Xp X t 

qui au-dessus de l'ouvert est fini étale galoisien de groupe de Galois 
W X Op. 

Soit a G A°°(k). Considérons le revêtement fini et plat TTp a : Xp ^ — >• X 
défini en formant le produit cartésien 14.5.31 Génériquement, c'est un 
revêtement fini étale galoisien de groupe de Galois W x Op. Par construc- 
tion, il est fini et étale au-dessus de oo. Choisissons un point obp de Xp „ 
au-dessus de oOp. Ce choix permet d'identifier la fibre de Ja = a*J au- 
dessus de oo avec le tore fixe T à J'aide de I2.4.4[ 

Soit X^^^ la normalisation de Xp^a- Puisque ôbp est un point lisse de 

Xp^a, il détermine un point de sa normalisation. Notons â = (a, obp). Soit 
Cà la composante de X^^ qui contient le point 6b. Soit Wà le sous-groupe 
de W X Op qui laisse stable cette composante. Considérons aussi le sous- 
groupe normal de Wà engendré par les éléments de Wâ ayant au moins 
un point fixe dans Cà- 

Soit J° le sous-schéma en groupes des composantes neutres de Ja- 
Considérons le champ de Picard T'^ des J°-torseurs sur X. L'homomor- 
phisme de faisceaux J° — > Ja induit un homomorphisme de champs de 
Picard T'^ ^ 
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Lemme 4- 10.1. — L'homomorphisme CP^ — > 7a est surjectif et a un 
noyau fini. Il en est de même de l'homomorphisme 7ro(CP^) — > 7ro(CPa) 
s'en déduit. 

Démonstration. — On a une suite exacte courte de faisceaux 

0^ J„^7ro(Ja)^0 

où Tio{Ja) est un faisceau de support fini dont la fibre en un point v & X 
est le groupe 7ro( Ja)?; des composantes connexes de la fibre Ja,v de Ja. On 
en déduit une suite exacte longue 

L'annulation du dernier terme résulte du fait que 7ro(Ja) est supporté 
par un schéma de dimension zéro. On en déduit la surjectivité de J*^ — > 

Va de noyau H°(X, 7ro( Ja)). La finitude de ce noyau vient de la fini- 
tude des fibres de 7ro( Ja). L'assertion sur 7ro(î'a) ~^ T^oi^^a) s'en suit 
immédiatement. □ 

Au lieu des groupes abéliens T^Q^'S^'g) et ■noi^'^^a)-! il sera plus commode de 
décrire les groupes diagonalisables duaux. Dualement, on a une inclusion 
des groupes diagonalisables 

7ro(ya)* C TToin)*- 

oii on a noté 

T^oi^aT = SpCc(Q,[7ro(a'a)]) 

7ro(nr = Spec(Q,[7ro(n)])- 

On utilisera l'exposant (_)* pour designer la dualité entre les groupes 
abéliens de type fini et les groupes diagonalisables de type fini sur (Q^. 

Proposition 4-10.2. — Pour tout à = (a, obp) comme ci-dessus, on a 
des isomorphismes de groupes diagonalisables 

nom* = 

et 

où T(/â, Wâ) est le sous-groupe de T^" formé des éléments k tels que 
Wà C (W XI 0p)k et là C Wh où Wh est le groupe de Weyl de la 
composante neutre du centralisateur de k dans G. 
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Démonstration. — D'après |55l corollaire 6.7], on a un isomorphisme 
canonique 

du groupe des PVà-coinvariants de X^, = Hom((Gm,T) dans le groupe 
des composantes connexes de T^. Ceci est est essentiellement un cas par- 
ticulier d'un lemme de Kottwitz [39i. lemme 2.2]. Dualement, on a un 
isomorphisme de groupes diagonalisables 

7ro(rj* = T^^ 

oii T est le (Q^-tore dual de T. 

Notons U = a^^(c'^). Comme dans la démonstration de I4.10.I| on a 
une suite exacte 

HO(X,7ro(J„)) ^ MK) ^ vro(T„) ^ 

où H°(X, Ja/J°) = 0^gx_,7 vro( Ja,^) où no{Ja,v) désigne le groupe des 
composantes connexes de la fibre de Ja en v. Pour tout f G X — [/, on a 
une suite exacte locale analogue 

vro(Ja,.) ^ vro(T.(J°)) ^ 7ro(y.(Ja)) ^ 

compatible avec la suite globale. Considérons les suites duales des groupes 
diagonalisables 

^ 7ro(T.(Ja))* ^ 7ro(y.(J°))* ^ MJa,vy 

Le sous-groupe 

M^aY C nom* 
est alors l'intersection des images inverses des sous-groupes 

M'PvWr c 7ro(n(J°))* 
pour tout V E X — U. La. proposition se déduit maintenant de 13.9.21 □ 

4.11. Automorphismes. — Soit (-E, 0) G M(k) d'image a G A'^{k). 
Nous allons déterminer des bornes pour le groupe des automorphismes 
Ant{E,(j)) en fonction de a. Soit U l'ouvert X oii a est semi-simple 
régulier. 

Considérons le faisceau des automorphismes Aut jE, 0) qui associe à 
tout X-schéma S le groupe Aut{{E,(f))\s). Ce faisceau est représentable 
par le schéma en groupes /(e,^) = h*E (P)^ 'i^^ l'image réciproque du 
centralisateur I sur g par la flèche h^E^rj}) '■ X [qd/G]. La restriction 
de I(E,<f>) à l'ouvert U est un tore mais au-dessus de X, le schéma en 
groupes I{E,4>) n'est ni lisse ni même plat. On peut néanmoins considérer 
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sa lissification au sens de [9]. D'après loc. cit, il existe un unique schéma 
en groupes lisse P^^ au-dessus de X tel que pour tout X-schéma S lisse 
on a 

Aut((E,0)|5)=Homx(5,/;|,^)). 

La flèche tautologique lfE<i>) ~^ hE,(j>) est un isomorphisme au-dessus de 
l'ouvert U . Notons que la caractérisation de implique l'égalité 

(4.11.1) Aut(E,0) = HO(X,/;|^)). 

Puisque Ja est lisse, l'homomorphisme canonique Ja — * hE,<i>) induit 
un homomorphisme 

qui est un isomorphismisme au-dessus de U . Par la propriété universelle 
du modèle de Néron, on a un homomorphisme 

rlis j\> 

qui est un isomorphisme sur U . 

Proposition ^.11.2. — Pour tout {E,(f)) G M,{k) au-dessus d'un point 
a G A'^ik), on a des inclusions canoniques 

H°(X, Ja) C Aut(E, 0) C H0(X, J^). 

Démonstration. — Il suffit de vérifier que les fièches Ja — > /(^ et 
— > J^ sont injectifs en tant qu'homomomorphismes de faisceaux 
pour la topologie étale. Pour cela, il suffit de vérifier l'injectivité sur les 
voisinages formels en chaque point v ^ X — U. Notons 0^ le complété 
formel de Ojf en v et F„ le corps des fractions de 0^,. On a alors les 
inclusions 

Jam c /;i,^)(ô.) c j^(ô.) 

de sous-groupes de Ja{F^). □ 

Pour décrire explicitement la borne supérieure H°(X, J^), faisons des 
choix comme dans le paragraphe précédent. En particulier, on a un point 
oo E X{k) tel que a{oo) G cg. On choisit aussi un déploiement p : Xp —>■ 
X de groupe de Galois 9p avec un point oOp cf. 11.3.101 On a alors un 
revêtement fini plat vTp ^ : Xp^a — > X qui est génériquement étale galoisien 
de groupe de Galois W xi 6p. En choisissant un point obp de ^ au- 
dessus de cxD, on définit un sous-groupe Wà de W xi 9p et un sous-groupe 
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normal là de Wà comme dans le paragraphe I4.10[ Avec 14.8.11 et I2.4.4[ on 
a la formule 

On en déduit le corollaire suivant. 

Corollaire 4^.11.3. — Soit â = (a, ôb) comme ci-dessus. Pour tout 
{E,(f)) G M(A;) au-dessus d'un point a G A'^{k), Aut{E,(j)) s'identifie 
à un sous-groupe de . 

Les travaux récents de Frenkel et Witten suggèrent que cette borne 
n'est pas optimale. En fait, on devrait avoir l'inclusion 

Aut(E,0) cT(/à,iyà) 

oii T(/à, Wà) est le sous-groupe de T'^'^ défini comme dans 14.10.21 en 
remplaçant T par T. De plus, l'égalité devrait être atteinte aux points 
les plus singuliers de la fibre M^. 

Soit A^^\k) le sous-ensemble des points a G A(k) tels que T'^'^ soit 
fini. Cette propriété ne dépend pas du choix du point 6b. On démontrera 
plus loin qu'il existe un ouvert A^^^ de A dont A^^\k) est l'ensemble 
des fc-points. Au-dessus de cet ouvert, M est alors un champ de Deligne- 
Mumford. 

Calculons enfin le groupe des automorphismes des points de T'a- 

Proposition 4-11 •4- — Fixons un déploiement p : Xp —>■ X de groupe 
de Galois Qp avec Xp connexe. Pour tout a G A'^Çk), on a 

et 

H°(X,Lie(J,)) = Lie(ZG)^^®^ 

En particulier, si au-dessus de X le centre de G ne contient pas de tore 
déployé, alors "S'a est un champ de Picard de D cligne- Mumford. 

Démonstration. — On dispose d'un homomomorphisme canonique de 
faisceaux ZG — > Ja sur X. Il s'agit donc de démontrer que la flèche 
induite sur les sections globales est un isomorphisme. D'après [2.4.71 on a 
un homomomorphisme injectif de faisceaux Ja — > Ja de conoyau fini. De 
plus, Jl est déterminé par le revêtement caméral vr^ : Xp ^ — » X avec la 
formule 

Jl = {{naUT X Xp,a)r-^'. 
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Puisque Xp ^ est connexe cf. I4.5.4[ on a 

Le fait que le sous-groupe B.%X, Ja) de R^X, J^) s'identifie à (ZG)™^®'^ 
se déduit de la description explicite du sous-faisceau J' de dans la 
proposition I2.4.7[ □ 



4.12. Calcul de déformation. — Les déformations des fibrés de 
Higgs ont été étudiées par Biswas et Ramanan dans [H]. Pour la 
commodité du lecteur, nous allons reprendre leur calcul. 

Rappelons d'abord le calcul usuel des déformations d'un torseur sous 
un groupe lisse. Soient 5* un fc-schéma et G un ^-schéma en groupes 
lisse. Soit BG le classifiant de G. Le G-torseur universel EG est alors 5" 
au-dessus de [S'/G]. Notons 

tteg : EG — >BG 

le G-torseur tautologique. Considérons le triangle distingué des com- 
plexes cotangents 

^EG-^BG/s — * Leg/s — * Leg/bg — * t^egLbg/sI^- 

Puisque S = EG, le complexe cotangent Leg/s est nul alors que Leg/bg 
est le fibré vectoriel q* placé en degré 0. Il en résulte un isomorphisme 

Leg/bg — ^ '^egLbg/s['^ ■ 
On en déduit un isomorphisme 

0*[-l] — *^EG^BG/5 

qui par descente le long de tteg induit un isomorphisme 

(EG 0*)[-1]^Lbg/5. 

Le complexe cotangent L-Qc/k du classifiant de G est donc le fibré vectoriel 
obtenu en tordant par le torseur EG l'espace vectoriel q* muni de la 
représentation coadjointe, placé en degré 1. 

Ainsi, pour tout S'-schéma X, pour tout G-torseur E sur X correspon- 
dant à une fièche '■ X ^ BG, l'obstruction à la déformation de E gît 
dans le groupe 

Hi(X,RHom(/iE^BG/5,0x)) = H2(X,EA^ q) 
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et si cette obstruction s'annule, les déformations forment un espace prin- 
cipal homogène sous le groupe 

H°fX R}lom (hUnnL,,Ox)) = RUX, E g) 

alors que le groupe des automorphismes infinitésimaux est H°(X, Ea'^ g). 

Soit maintenant V un fibré vectoriel sur S muni d'une action de G 
et considérons le champ quotient [V^/G]. Le G-torseur ny : V ^ l^/G] 
définit un morphisme [u] : [l^/G] —>■ BG qui s'insère dans un diagramme 
cartésien 

V ^EG 

|V/G| — BG 

Considérons le triangle distingué des complexes cotangents 

T^yLlv/Gl/S ^ Lv/S ^ Lv/[V/G] ^ 7ryL[v/G]/A,.[l]. 

Le terme Ly/s est fibré vectoriel constant de valeur h'*V* placé en degré 
oii V* est le S'-fibré vectoriel dual de et : — > 5* est la projection 
sur S. Le terme Lv/[v/g] se calcule par changement de base Lv/[v/g] = 
^*Leg/bg et est donc le fibré vectoriel h'*g* placé aussi en degré 0. Au- 
dessus de chaque point v E V, l'action de G au voisinage de v définit une 
application linéaire 

a,:g^T,V = V 
dont le dual est la fibre en v 

al '■ {Lv/s)v = V* — > {Lv/[v/G])v = g*- 

de la flèche Ly/k Ly/^y/c] du triangle distingué. Cette flèche descend 
à [V/G] en une flèche 

a* TTy : TTy A^ V* — > ny A^ 0* 

dont le cône est isomorphe à L^y/ays- 

Appliquons le calcul ci-dessus pour caluler les déformations des paires 
de Hitchin. Reprenons les notations fixées au début du chapitre [31 En 
particulier, G est le schéma en groupes réductif sur la courbe X et g 
son algèbre de Lie qui est munie de l'action adjointe de G et de l'action 
de (Gm par homothétie. Le fibré inversible D définit un torseur L^. 
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Considérons le champ [qd/G] obtenu en tordant g par puis divisé par 
G. Le complexe cotangent L\^q^ig]/x s'identifie donc à 

qui est le cône de 

oii 7r£)_g est le G-torseur évident sur le quotient [qd/G]. 

Soit (i?, 0) un champ de Higgs sur X à valeur dans k. Elle correspond 
à une flèche 

^£,0 : X — > [qo/G]. 
La déformation de {E, (p) est contrôlée par le complexe 

RRom jh'^ jLn A^- L[,/g]/x), Ox) 
qui s'exprime maintenant simplement 

ad(E, 0) := [ad(E) ^ ad(E) ® 

Oll 

- ad(iï^) est le flbré vectoriel q A'^ E ; 

- ad{E) est placé en degré —1 en a.d{E) ® D est placé en degré ; 

- la flèche est donnée par x t— > [x, 0] . 

Rappelons la proposition 5.3 de |55] . Le lecteur notera une différence 
dans le décalage de ad^E, 0) par rapport à loc. cit. Nous donnerons ici 
une démonstration un peu différente. 

Théorème 4-12.1. — Soit {E,(j)) G M(A;) un point au-dessus d'un 
point a G A'^{k). Alors le groupe H-'^(X, ad(i?, 0)) où gît l'obstruction 
à la déformation de la paire {E,(f)) est nul dans l'un des cas suivants 

deg{D) >2g-2 , 

- deg{D) = 2g-2 et a e 

Si l'une de ces deux hypothèses sont vérifiées, alors M est est lisse au 
point {E, 0). 

Démonstration. — Fixons une forme symétrique non dégénérée et inva- 
riante sur g. On identifle alors le dual du complexe ad(-E', 0) à 

ad(E, 0)* = [ad{E) (g) D^^ ad(^)] 
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dont les deux termes non nuls sont placés en degrés —1 et et dont la 
différentielle est donnée par x i— > Le faisceau de cohomologie 

de ce complexe s'identifie à 

oii /^^^ est le schéma en groupes lisse sur X introduit dans le paragraphe 
I4.11[ Par dualité de Serre, le groupe H^(X, ad(-E, 0)) est dual du groupe 

Comme dans 14.111 on a un homomorphisme injectif de j^-modules 

Lie(/|:^) Lie(J^) 

de sorte que pour démontrer la nullité du groupe des obstructions envi- 
sagée, il suffit de démontrer que 

H°(X, Lie(J^) ® ® Qx/k) = 0. 

On est donc amené à démontrer le lemme suivant. □ 

Lemme 4.12.2. — Pour tout a G A'^(k), H°(X, Lie(J^) (g) L) = pour 
tout fibré en droite L de degré strictement négatif. La même conclusion 
vaut sous l'hypothèse a G A^^\k) et deg(L) < 0. 

Démonstration. — Choisissons un déploiement p : Xp —>■ X connexe 
de G cf. 11.3.101 On a alors un revêtement fini plat Xp^a — ^ X qui est 
génériquement étale galoisien de groupe de Galois W x Op. Notons X^^^ 
la normalisation de Xp^a — > X et vr^^ la projection sur X. D'après 14.8.11 
Lie( J^) peut être calculé à partir de avec la formule 

de sorte que 

Lie(J^)®L = (7r^).((vr^rL®tr-®^ 

Si deg(L) < 0, (7r|^)*-/^ est un fibré en droites de degré strictement 
négatif sur chaque composante connexe de X^^^ et ne peut pas avoir de 
sections globales non nulles. 

Si deg(L) = 0, si (vr^)*i^ a de sections globales non nulles si et seulement 
s'il est isomorphe kO^\, ■ On a dans ce cas 
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OÙ Wà est le sous-groupe de W xi 9p défini comme dans le paragraphe 14. 101 
et qui dépend du choix d'un point oo de X^. Sous l'hypothèse a G yi™'(fc), 
le groupe des VFà-invariants t^'^ est nul. □ 

4.13. Formule de produit. — Nous allons à présent rappeler le lien 
entre les fibres de Hitchin et les fibres de Springer affines qui en sont des 
analogues locaux. 

Soit a G A^{k). Soit U l'image réciproque de l'ouvert régulier semi- 
simple c'''^ de c par le morphisme a : X — >• [c/Gm]- Le recollement avec la 
section de Kostant définit un morphisme 

JJ M,(a)-^M,. 

vGX-U 

De même, on a un homomorphisme de groupes Ylvex-u'^^i'^a) — ^ '^<^- 
Ceux-ci induisent un morphisme 

vex-u 

D'après le théorème 4.6 de [55], ce morphisme induit une équivalence 
sur la catégorie des fc-points. Le lecteur remarquera des changements de 
notations par rapport à loc. cit. : Mt,(a) y était désigné par M'^„ et ce 
qui y était désigné par M^,^^ n'apparaîtra plus ici. 

Proposition 4-13.1. — Pour tout a G le quotient de 

v^X-U 

par l'action diagonale de Y\^fzx-u'y^v^{.Ja) est un champ de Deligne- 
Mumford propre. De plus, le morphisme 

veX-U 

est un homéomorphisme. 

Démonstration. — L 'homomorphisme T'viJa) '^a induit un homomor- 
phisme 7ro(CP„(Ja)) 7ro(J'a) sur les groupes des composantes connexes. 
Puisque a G A^^^Çk), T^o^'^a) est un groupe fini, le noyau de cet homo- 
morphisme est un sous-groupe d'indice finie de vro(yt,( Ja))- H existe donc 
un sous-groupe abélien libre d'indice finie A^, de vro(T„(Ja)) contenu dans 
ce noyau. 
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Choisissons un relèvement T'viJa)- Puisque a est défini sur un 

corps fini, quitte à remplacer A.„ par un sous-groupe d'indice finie, on 
peut supposer que est contenu dans le noyau de y„(Ja) ^ J'a- 
ie groupe Yl^^x_uA^ agit sur Yl^(,x-u^l'"^(^) ^ agissant li- 
brement sur le premier facteur et trivialement sur le second facteur. Le 
quotient est 

H (M:;^^(a)/A,) X T„ 

vex-u 

oii chaque JW^'^^a)/ est un fc-schéma projectif d'après Kazhdan et Lusz- 

tig cf. Em 

Il reste à quotienter par Ylv^x-uC^^^'^o-)/-^-")- Po^^ tout v, l'homomor- 
phisme 'Jiv{a) ^^{Ja)/^^ est injectif et de noyau fini. Rappelons qu'on 
a une suite exacte 

1 ^ ^ ^ ^ 1 

011 est un champ de Deligne-Mumford propre. Le quotient de 

v£X-U 

par l'action diagonale de 'Jia = Ylv'^via) est donc une fibration locale- 
ment triviale au-dessus de de fibres isomorphes à 

n (Mr(a)/A.). 

vex-u 

Ce quotient est donc un champ de Deligne-Mumford propre. 

Il reste donc à quotienter par le groupe fini Ylv'^^iJa) / {'^v{(i) x A^). 
Le quotient final est aussi un champ de Deligne-Mumford propre. 

Puisque Ma est un champ de Deligne-Mumford, en particulier séparé, 
le morphisme 

vex-u 

est un morphisme propre. Puisqu'il induit une équivalence sur les k- 
points, c'est donc un homéomorphisme. En particulier, Mq est un champ 
de Deligne-Mumford propre. □ 

On s'attend à ce que l'énoncé ci-dessus s'étend à a G A'^{k). 
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4.14. Densité. — On va maintenant énoncer et démontrer l'analogue 
global de I3.1U.1I 

Proposition ^.l^-l- — Pour tout point géométrique a G A^Çk), la 
fibre JAJ^^ de est dense dans la fibre Mq. 

Démonstration. — La formule de produit 14.13.11 implique que le fermé 
complémentaire MJj^^ dans Ma est de dimension strictement plus petite 
que M^'^^. Comme l'espace total de Hitchin M est lisse sur k d'après 
14.12.11 les fibres de Hitchin sont localement une intersection complète. 
En particulier, elles ne peuvent pas admettre des composantes irréduc- 
tibles de dimension strictement plus petite que la sienne. Ceci démontre 
que MJj®^ est dense dans Mq. □ 

La démonstration ci-dessus est essentiellement la même sur celle de 
Altman, larrobino et Kleiman dans [T] pour la densité de la jacobienne 
dans la jacobienne compactifiée d'une courbe projective réduite irréduc- 
tible ayant des singularités planes. 

Corollaire — La partie régulière 1^1°^ (a) de la fibre de Sprin- 

ger Mi,(a) est dense. 

On commence par construire une situation globale à partir de la situa- 
tion locale donnée en procédant comme dans cf. 18.61 L'assertion locale 
se déduit alors de l'assertion globale à l'aide de la formule de produit 
cf. 14.13.11 Nous laissons au lecteur les détails de la démonstration de ce 
corollaire qui ne sera pas utilisé dans la suite de l'article. 

Corollaire 4-i4-3. — Pour tout a G A'^ik), Ma est équidimension- 
nelle de dimension égale à 

^^deg{D)/2 + r{g-l). 

De plus, r ensemble des composantes irréductibles de Ma s'identifie au 
groupe no{Pa). 

Démonstration. — La formule de dimension résulte de I4.4.4[ L'identifi- 
cation de l'ensemble des composantes irréductibles de Ma avec le groupe 
7ro(-Pa) est rendue possible par la section de Kostant. □ 

Corollaire 4-14-4- — ^'^ deg(D) > 2g — 2, le morphisme : M^ 
A"^ est un morphisme plat de dimension relative d. Ses fibres sont géomé- 
triquement réduites. 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 



89 



Démonstration. — D'après 14.12.11 et yi^ sont lisses sur k. Pour 
démontrer que / est plat, il suffit alors de démontrer que la dimension 
des fibres vérifient l'égalté 

dim(Ma) = dim(M) - dim{A). 

Ceci découle des égalités dim(Ma) = dim(Pa), dim(M) = dim(P) et pour 
P lisse sur A cf. I4.4.2[ on a l'égalité 

dim(a'^) = dim(yi'^) + dim(?J. 

Comme dans la démonstration de 14.14.11 on sait que la fibre est 
localement une intersection complète. Puisque qu'elle admet un ouvert 
dense lisse M^*^^, elle est nécessairement réduite. □ 

4.15. Le cas des groupes endoscopiques. — Soit [n, Pn) une 
donnée endoscopique de G au-dessus de X cf. I1.8.1[ Soit H le groupe 
endoscopique associé. Comme dans 11.91 on a un morphisme u : Ch ^ c. 
En tordant par D, on obtient un morphisme u : Ch,d ^d- Eu prenant 
les points à valeurs dans X, on obtient un morphisme qu'on note encore 

z/ : Ah — > A. 

On sait d'après |55[ 7.2] que la restriction de ce morphisme à l'ouvert 
A"^ ce morphisme est fini et non ramifié. 

4.15.1. — Notons 

rg(D) = (|$|-|$H|)deg(D)/2. 
D'après [4.4.11 on sait 

dim(yi) - dimiAn) = r%{D) 

de sorte que l'image de A^-"^ = u-^A"^) dans A"^ est un sous- schéma 
fermé de co dimension r'^{D). 

4-15.2. — Au-dessus de Ah, on dispose de la fibration de Hitchin du 
groupe H 

fn-.Mn^ Ah. 

On a également le champ de Picard Th —>■ Ah agissant sur lyln. Il n'y 
a pas de relation directe entre M et mais ? et Th sont reliés de 
façon simple. Soit an G Anik) d'image a G A^(k). L'homomorphisme 
p : V* J ^ .Jh àe 12.5.11 induit un homomorphisme Ja Ju^an Q^i est 
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génériquement un isomorphisme. On obtient donc un homomorphisme 
surjectif 

rp , rp 

a H,aH 

de noyau 

^^,aH = H°(X, JH,aH/ Ja) 

qui est un groupe affine de dimension 

dim(3l|,^) = dim(yj - dim(yj,,,^). 
D'après la formule [4.4.4[ on également 

dim(ai|,,^) = (|$| - |$h|) deg(D)/2 = T%{D). 

4.15.3. — Soit Jj^aH modèle de Néron de JH,aH- ^ des homomor- 
phismes 

qui sont des isomorphismes sur un ouvert non-vide de X. Il s'ensuit que 
J\j a„ est aussi le modèle de Néron de Ja- En combinant avec I4.9.II on a 
la suite exacte 

1 

On en déduit la formule de dimension 



'^%,aH ^ ^ '^H,aH ^ 1- 



àa-àH,a„ = r%{D) 

011 5a = dim(CRa) et 5jî,a^ = àmi{^H,aH) sont les invariants 5 de a et de 
ttH par rapport aux groupes G et H respectivement. 

4.16. Le cas des groupes appariés. — Soient Gi et G2 deux X- 
schémas en groupes appariés au sens de I1.12.5[ On a alors un isomor- 
phisme = cf. I1.12.6I On en déduit un isomorphisme Cgi,d = Cg2,d 
puis un isomorphisme entre les bases des fibrations de Hitchin 

Il n'y a pas de relation directe entre les fibrations /i : Mi Ai et 
/2 : M2 A2 de Gi et G2 mais une relation entre les champs de Picard 
associés et ^2. 

Proposition 4. 16.1. — // existe un homomorphisme entre A-champs 
de Picard 

qui induit une isogénie entre leurs composantes neutres. 
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Démonstration. — Comme dans la démonstration de I1.12.6[ on a un 
isomorphisme ti — >t2 au-dessus de l'isomorphisme Cd — ^ c^a- En vertu 
de 12.4.71 on en déduit un isomorphisme entre les composantes neutres 
Jq_^ ^ Jq^ des centralisateurs réguliers de Gi et (j2- Puisque et 
sont des schémas en groupes de type fini, en composant l'isomorphisme 
Jq^ — > Jq^ avec la multiplication par un entier assez divisible, on ob- 
tient un homomorphisme Jq^ Jq^ qui s'étend en un homomorphisme 
— > de noyau et de conoyau finis. On en déduit un homomor- 
phisme entre O^i — > J'2 qui induit une isogénie entre les composantes 
neutres. □ 



5. Stratification par normalisation en famille 

Dans la suite de l'article, nous aurons besoin de deux stratifications de 
la base de Hitchin A dont l'une est relative au groupe des composantes 
connexes de la fibre et l'autre est relative à l'invariant 5a qui est en 
quelques sortes la dimension de la partie affine de CPa. Ces stratifications 
existent par des arguments généraux de semi-continuité. Le but de ce 
chapitre est de comprendre comment ces deux invariants sont reliés à la 
courbe camérale et de rendre la construction de ces stratifications plus 
explicites. 

L'observation de base est la suivante : comme ces deux invariants sont 
complètement déterminés par le revêtement caméral Xa — > X, dans le 
cas 011 les normalisations de la courbe camérale vivent en famille, les 
invariants 8a et T^Q{7a) sont localement constants. On va donc définir 
la stratification par normalisation en famille ayant au-dessus de chaque 
strate une courbe camérale qui se normalise en famille après le change- 
ment de base à un revêtement radiciel de la strate. Cette stratification 
est alors plus fine que les stratifications relatives à 5^ et à 7ro(Ta)- On 
commencera par discuter le cas GL(r) oii on se ramène à au problème 
bien connu de normalisation en famille des courbes sur une surface. 

Un résultat clé de ce chapitre est la proposition 15.4.21 qui donne une 
borne inférieure de la codimension de la strate As sous une hypothèse 
sur deg(D). En caractéristique 0, on dispose une démonstration de cette 
inégalité fondée sur le caractère symplectique de la fibration de Hitchin 
sans le recours à l'hypothèse sur deg(D). On présentera cet argument 
dans un autre article 011 l'accent sera mis plus sur la caractéristique 0. 
En caractéristique positive, cet argument ne marche pas. Voici comment 
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on va contourner l'obstacle. Goresky, Kottwitz et MacPherson ont fait 
des calculs de codimension similaires dans le cadre local cf. |26j . Le calcul 
global se ramène au calcul local pourvu que deg{D) soit grand. 

On introduira un ouvert étale ^ de yi au-dessus duquel 71q{'J') devient 
un quotient d'un faisceau constant. Avec cette rigidité supplémentaire, 
la décomposition endoscopique qu'on étudiera dans le chapitre suivant, 
aura une forme agréable sur A. 

5.1. Normalisations en famille des courbes spectrales. — Nous 
allons introduire dans ce chapitre une stratification de la base de Hitchin 
A adaptée au champ de Picard J*. Le cas général va être modelé sur le 
cas du groupe linéaire dont on va discuter maintenant. 

Dans le cas G = GL(r), on peut associer à tout point a G A'^{k) 
une courbe réduite Ya tracée sur l'espace total du fibré en droites D cf. 
14. 7[ Le groupe de symétries est alors le champ de Picard Pic(ya) des 
Oy^ -modules inversibles. La structure de Pic(ya) peut être analysée à 
l'aide de la normalisation de Y^. Soit ^ : ^ Ya la normalisation de 
Ya. Le foncteur £ qui associe à tout Oy-^-module inversible son 

image inverse par ^ définit un homomorphisme Pic(Ya) Pic(y^''). La 
suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte courte de 
faisceaux sur Ya 

1 ^ 01 ^ ^,0^, ^ ^*0y^/01 ^ 1 

nous fournit des renseignements suivants. Le noyau de ^* qui consiste 
en la catégorie des Oy-^-modules inversibles C munis d'une trivialisa- 
tion de C,*C, est un groupe algébrique dont l'ensemble des points est 
H°(y'a, ^*0^b/Oy„)- De plus, le foncteur ^* est essentiellement surjectif. 
On peut attacher à cette situation deux invariants : 

- l'ensemble TToiYa) des composantes connexes de Ya ; 

- l'entier ôa = dimH°(Fa,,^*Oyj,/Oy^) appelé l'invariant S de Serre. 

En prenant le degré sur les composantes de Ya, on obtient un homomor- 
phisme 

7ro(Pic(rj) ^ 

qui est un isomorphisme. Quant à l'invariant ô, il mesure la dimension 
du groupe affine ker(^*). 

Teissier a introduit dans |74j l'espace de module des normalisations en 
famille d'une famille de courbes planes. Rappelons d'abord la définition 
d'une normalisation en famille. 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 



93 



Définition 5.1.1. — Soit y : Y ^ S un morphisme propre, plat et de 
fibres réduites de dimension un. Une normalisation en famille de Y est 
un morphisme propre hirationnel ^ : Y^ ^ Y qui est un isomorphisme 
au-dessus d'un ouvert U deY dense dans chaque fibre de Y au-dessus de 
S et tel que le composé y o ^ est un morphisme propre et lisse. 

Dans une normalisation en famille les invariants ô et ttqCJ') restent 
localement constants. 

Proposition 5.1.2. — (1) L'image directe y^{^^OY\> /Oy) estunOs- 
module localement libre de type fini. 

(2) // existe un faisceau ttqÇY^) localement constant pour la topologie 
étale de S dont la fibre en chaque point géométrique s & S est l'ensemble 
des composantes connexes de Y^ . 

Démonstration. — Soit s un point géométrique de S. La restriction de 
^^Oyb /Oy est supporté par Yg — Us qui est un schéma de dimension zéro. 
Il s'ensuit que Hi(F„ ^,0yb/0y) = et 

dimH°(y;,eOy./Oy) 

est la différence entre le genre arithmétique de Kj et celui de Y^. C'est 
donc une fonction localement constante en s. Il reste à appliquer le 
théorème de changement de base pour les faisceaux cohérents |54l 5, 
corollaire 2]. 

La seconde assertion est une conséquence du fait que ^*(Q^ est un fais- 
ceau localement constant. □ 

Nous allons nous restreindre aux cas des courbes spectrales. Soit B 
l'espace de module des normalisations en famille des courbes spectrales 
Ya. Il associe à tout fc-schéma S le groupoïde 'B{S) des triplets {a,Y^,^) 
oii a G A'^{S) un S'-point de ^1^ où Y^ est une S'-courbe projective lisse 
et oii ^ : Y^ — > Ya est une normalisation en famille de la courbe spectrale 
Ya associée à a. Le foncteur S est représentable par un /c-schéma de type 
fini. 

Le morphisme d'oubli S — > A'^ induit une bijection au niveau des 
fc-points. En effet, pour tout a E A^{k), la normalisation Y^ de Ya est 
uniquement déterminée. Toutefois, S a plus de composantes connexes que 
A. En effet, les deux invariants vro(Y'a) et ôa sont localement constants 
d'après la proposition précédente. Soit \1/ l'ensemble des composantes 
connexes de <S)kk. Pour tout G il existe un entier ô{ip) égal à ôa 
pour tout a G B^(fc). 
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Proposition 5.1.3. — Si deg(D) est grand par rapport à ô{tlj), alors 
'B^ est de dimension inférieure ou égale à dim(yi) — ô{tp). 

Teissier cf. |74j . Diaz, Harris cf. |15j . Fantechi, Gottsche, Van Straten 
cf |23] et Laumon cf. [50j ont démontré l'analogue local de ce résultat. 
Le passage du local au global nécessite pour le moment l'hypothèse sur 
deg{D). Nous n'utiliserons ce résultat que comme un guide. A partir du 
paragraphe suivant, les lettres S, et '0 prendront des significations un 
peu différentes. 

5.2. Normalisation en famille des courbes camérales. — Dans le 
cas des groupes classiques, on dispose encore des courbes spectrales [32] , 
|57] . Néanmoins, avec ces courbes spectrales on est amené à travailler 
cas par cas. On va en fait examiner le cas général en étudiant l'espace de 
module des normalisations des courbes camérales munies de l'action de 
W. Ceci conduira même dans le cas GL(r) à construire une stratification 
différente, plus fine que celle définie l'espace de module des normalisations 
des courbes spectrales. 

Soit S un fc-schéma. Un S'-point a de ^l'' définit un morphisme a : 
X X 5* ^ Cz). En prenant l'image réciproque du revêtement vr : t^) — >• Cd, 
on obtient un revêtement fini plat Xa de X x S' qui dans chaque fibre est 
génériquement un torse ur sous W. 

Considérons le foncteur B qui associe à tout /c-schéma S le groupoïde 
des triplets (a,X^,^) oii : 

- a e A^{S) est un S'-point de ^1^. 

- est une S'-courbe propre et lisse munie d'une action de W et 
d'un morphisme vr^ : — > X x S' qui est fini, plat et fibre par fibre 
génériquement un torse ur sous W. 

- ^ : X^ Xa est morphisme birationnel TV-équivariant qui est une 
normalisation en famille cf. 15.1.11 

Soit b = (a,X^,^) G S (S") un point de S à valeur dans un schéma 
connexe S. Soit pr^. : X x S* — S* la projection sur S. D'après I5.1.H 
l'image directe ipTLs)*i^*^x'' /^x^) 6st un O^-module localement libre. Il 
en est de même de 

((Prs)*(e*0x^/0x^)®0x t)^ 

sous l'hypothèse que l'ordre de W est premier à la caractéristique de k. 
Puisque S est connexe, ce Os-module localement libre a un rang qu'on 
notera ô{b). 
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Pour tout a G A'^{k), la courbe camérale admet une unique nor- 
malisation qui est alors une courbe lisse sur ^. Il en résulte que le 
morphisme d'oubli !B — > ^1*^ induit une bijection sur les ^-points. Elle 
induit par ailleurs une injection sur les points à valeurs dans n'importe 
quel corps par l'unicité de la normalisation. En caractéristique p et sur 
un corps non parfait, la normalisation peut ne pas être lisse de sorte que 
l'application ci-dessus peut ne pas être surjective quand elle est évaluée 
sur un corps non parfait. 

Théorème 5.2.1. — Le Joncteur S défini ci-dessus est représentable 
par un k -schéma de type fini. 

Démonstration. — Considérons le foncteur !B' qui associe à tout schéma 
S l'ensemble des couples (^0,7) où : 

- X^^ est une courbe propre et lisse au-dessus de S muni d'une action 
de W munie d'un morphisme tt^ : X^ ^ X x S qui est fini, plat et dans 
chaque fibre est génériquement un torseur W. 

- 7 : to X S est un morphisme IV-équivariant tel que l'image 
inverse de l'ouvert régulier semi-simple de to est dense dans chaque fibre. 

Soit H le foncteur qui associe à tout schéma S l'ensemble des classes 
d'isomorphisme de courbes projectives lisses X^ sur S muni d'une action 
de W et d'un morphisme tt^ : X^ X x S comme ci-dessus. Ce foncteur 
est représentable par un fc-schéma quasi-projectif. Le morphisme h : "B' 
7i est également rcprésentable de sorte que S' est représentable par un 
A;-schéma quasi-projectif. 

Par ailleurs, on a un morphisme !B — > !B'. Il associe au point b = 
(a, Xl, e "^{S) le point b' = (X^, 7) où 7 est le composé de ^ : 
avec l'immersion fermée Xa — Id x S*. Pour démontrer la représentabilité 
de !B, il suffit de vérifier l'assertion suivante. □ 

Lemme 5.2.2. — Le morphisme !B — > !B' est un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour démontrer que le morphisme S — > !B' est un 
isomorphisme, on va en construire un inverse. Soit b' — (X'^,7) G "B^S). 
Considérons la partie T^-invariante dans l'image directe (vr^)*©^]^- C'est 
un faisceau en Oxxs-algèbres finies qui fibre par fibre au-dessus de S est 
isomorphe génériquement à Ox- Puisque X est normal, ceci implique que 
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En utilisant l'égalité fc[t]*^ = c cf. ll.l.H le morphisme H^-équivariant 
7 : ^ t/) induit un morphisme a : X x S ^ Cd. Soit Xa la courbe 
camérale associée à a. Le morphisme 7 se factorise alors par un mor- 
phisme 

C. ■ X^^ ^ Xa 

qui est fibre par fibre au-dessus de S une normalisation de Xa- On a donc 
construit un point b = (a,X^,^) G S(S'). Le morphisme B' — S ainsi 
construit est l'inverse du morphisme S — S' dans l'énoncé du lemme. □ 

Soit l'ensemble de ses composantes connexes de S (8)^ k. Pour tout 
i/j E soit le réduit de la composante connexe de B 0^ indexée 
par ip. Le groupe de Galois Gal(k/k) agit sur l'ensemble \E'. Pour tout 
ip E soit l'image de dans A'^ 0^ k. A priori, A^ est un sous- 
ensemble constructible d'après un théorème de Chevalley. On sait que 
c'est un sous-ensemble localement fermé. 

Lemme 5.2.3. — Pour toutip G A^ est un sous-schéma localement 
fermé de A®kk et A^ est un morphisme fini radiciel. 

Démonstration. — Le morphisme B^ ^ A®kk est un morphisme quasi- 
fini car il induit une injection sur les points géométriques. D'après le 
théorème principal de Zariski, il peut se factoriser en une immersion 
ouverte d'image dense B^ B^, suivie d'un morphisme fini v : B^ — > 
A®kk. Notons A^ le sous-schéma fermé de A^®kk image de v. Il suffit de 
démontrer que B^ — »• A^ induit une bijection sur les points géométriques. 
En effet, si c'est le cas A^ sera le complémentaire de l'image de B^ — B^ 
et par conséquent est un ouvert de Â^. De plus, B^ = u^^{A^) si bien 
que le morphisme B^ — > A^ est un morphisme fini radiciel. 

Soit a G Â^j,(k) tel qu'il existe deux points différents 6,6' G B^(Â;) 
d'image a. Soit â le point générique de A^. L'image inverse v'^ia) est un 
épaississement du point générique de B^. Faisons passer un trait formel 
S avec le point générique en â et le point fermé en a. L'image inverse 
u^^{S) est un schéma fini au-dessus de S avec dans sa fibre spéciale 
deux points distincts h et h' . Elle a donc au moins deux composantes 
connexes contenant respectivement h et h' par le lemme de relèvement 
d'idempotents. Comme le morphisme B^ — * A^ induit une bijection 
sur les points à valeur dans un corps algébriquement clos, l'une de ses 
deux composantes connexes a une fibre générique vide. Ceci contredit 
l'hypothèse que h et h' sont dans l'adhérence de B^. □ 
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Proposition 5.2.4- — existe une unique stratification 

par des sous-schémas localement fermés réduits connexes A^p telle que 

(1) au-dessus de chaque strate A^, la courbe camérale admet une 
normalisation en famille après un changement de base fini radiciel. 

(2) pour tout k-schéma S connexe réduit qui est muni d'un morphisme 
s : S ^ A"^ ®kk tel que la restriction de la courbe camérale à S admet 
une normalisation famille, alors le morphisme s se factorise par l'un des 
A^. 

Démonstration. — Les A^ construits dans le lemme précédent forment 
une stratification qui vérifie la première condition. Si s : S ^ A"^ ®kk est 
un morphisme comme dans la seconde condition, il doit nécessairement 
se factoriser par B. Comme S est connexe, et il se factorise par l'un des 
B^. Il s'ensuit qu'il se factorise par A^ de sorte que la seconde condition 
est également satisfaite. Il est clair que les deux conditions caractérisent 
complètement la stratification. □ 

Considérons l'ordre partiel dans \1/ dans lequel ip' < ip si et seulement 
si la strate A^' est contenue dans l'adhérence de A^. Puisque A'^ ®fc k 
est irréductible, \1/ a un élément maximal qu'on notera ipc- 

Lemme 5.2.5. — Supposons que deg{D) > 2g. Alors la grosse strate 
A^^ est égale à l'ouvert A"^ de \4.6\ En particulier, a G A^^ si et seule- 
ment si la courbe camérale tpc est lisse. 

Démonstration. — On sait par 14.6.11 que A^ est un ouvert non vide de 
A"^. Il s'ensuit que A^DA^^ ^ 0. D'après 14.6. 31 a G A^{k) si et seulement 
si la courbe camérale est lisse. Cette propriété étant préservée dans une 
normalisation en famille de courbe camérale, on en déduit que Xa est 
lisse pour tout a G A^^ik) d'oii A^^ C A^{k). Par ailleurs, au-dessus de 
on a une normalisation en famille triviale des courbes camérales de 
sorte que A^^^ = A"^. □ 

Le groupe Gal(A;/A;) agit sur l'ensemble fini La réunion des strates 
A^p pour les indices ip dans une orbite sous GaA(k/k) descend en un sous- 
schéma localement fermé de A'^ . 
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5.3. Stratification à 5 constant. — D'après la formule 14.9 ■2[ l'inva- 
riant ôa est constant dans une normalisation en famille de base connexe. 
On en déduit une application 

5 : ^ ^ N 

de l'ensemble des composantes connexes de S dans N tel que pour 
tout a G A^ik), on a = S{ip). Notons que la fonction 5 : — N est 
une fonction décroissante. 

Lemme 5.3.1. — Soient G avec ip > ip' . Alors on a ô{iIj) < 

Démonstration. — Soit S = Spec(iî) un trait formel de point générique 
rj = Spec{k{ri)) et de point spécial s = Spec(fc(s)) algébriquement clos. 
Soit a : 5* — > yi^ un S'-point de dont le point générique est dans A^ 
et dont le point spécial est dans A^/. Soit 

Xa-^SxX 

le revêtement caméral associé. 

Quitte à remplacer rj par une extension inséparable et S par son norma- 
lisé dans cette extension, on peut supposer que le morphisme a : rj A^ 
se factorise par B^. Alors la normalisation X^ ^^ de la fibre générique X^^^ 
est une courbe lisse. _ _ _ 

Considérons la normalisation de X^ dans X^^^ et notons ^ le mor- 
phisme 

^ '■ ^ ^a- 

Le i?-scliéma X^^ est plat. En effet, comme R est un anneau de valuation 
discrète, pour qu'un i?-module M soit plat, il suffit qu'il soit sans torsion. 
Par ailleurs, l'opération de normalisation n'introduit pas de torsion. Le 
i?-module ^ 

H°(X„e,0^./O^J 

est alors un i?-module plat M fini et plat muni d'une action de W. 
En effet, en tordant par un fibré inversible sur Xq de degré très négatif 
puis en prenant la suite exacte longue de cohomologie on peut réaliser 
H°(Xa, ^*Ojfb /^xj comme le noyau d'un morphisme surjectif entre deux 
i?-modules plats. 

D'après la formule |4.9.2[ la fibre générique de ce module calcule l'in- 
variant ô{tlj) 

= dimfc(^)(t®Ox^^)'^- 
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En déployant de G dans un voisinage du lieu de ramification de Xa,it(s) ~^ 
X X 5", la formule ci-dessus se récrit 

(^(V^) =dimfe(^)(t ®fcM^)W. 

Puisque M est iî-plat et l'ordre de W est premier à la caractéristique, on 
peut décomposer le it![W]-module M en somme directe de représentations 
irréductibles de W de sorte que 

dimfc(^)(t ®k M^)™ = dimfc(,)(t (2)fc M,)™. 

La fibre spéciale de ^ de n'est a priori qu'une normalisation 
partielle de X<j. Pour calculer l'invariant on est amené à prendre la 

normalisation complète (Xj^^)'' de X^^. Le /c (s) [W] -module Mg est alors 
un facteur direct de H°(0|^jjb )b/0^^ J. On en déduit la formule 

d'oià le lemme. □ 
Pour tout entier 5 G N, la réunion 

As <S)kk:^ |_| 

5(V>)>5 

est un fermé de A<S>k k. On va poser As :— As — As+i qui est alors un 
sous-schéma localement fermé de A. On obtient ainsi une stratification 

(5.3.2) A"^ ^kk^ \_\As 

appelée la stratification à S constant. 

Considérons la grosse strate A^^ pour l'élément maximal ipc de ^. 
Cette strate consiste en les points a G A{k) telle que la courbe camcralc 
Xa est lisse. L'invariant ô vaut alors 0. En particulier, la strate Aq dans 
la stratification ô constant ci-dessus est un ouvert non vide de A. En 
général, il contient strictement l'ouvert A^^, comme le montre l'exmple 
suivant. 

Dans le cas G = GL^, la description de T'a ^n termes de la courbe 
spectrale implique que 5a = si et seulement si la courbe spectrale Ya 
est lisse. Il peut arriver que la courbe spectrale est lisse avec un point de 
branchement y d'ordre supérieur à 2. Dans ce cas la courbe camcrale 
Xa n'est pas lisse. On voit ainsi que dans le cas GL^ la stratification 
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par normalisation en famille des courbes camérales raffine strictement la 
stratification par normalisation en famille des courbes spectrales. 

5.4. Stratification par les valuations radicielles. — Soit v un 
point géométrique de X et notons la complétion de X en et 
son corps des fractions. En choisissant un uniformisant e^, on peut iden- 
tifier 0^ avec l'anneau ^[[£1;]]. Nous choisissons une trivialisation de la 
restriction pc à 0^ qui déploie G et qui fournit en particulier un isomor- 
phisme W = W . 

Nous allons passer brièvement en revue l'analyse |26] de la stratifica- 
tion de c^{0^) par les valuations radicielles, due à Goresky, Kottwitz et 
MacPherson. Leurs strates de valuations radicielles sont plus fines que 
nos strates définies par les normalisations en familles et a fortiori plus 
fines que les strates à 5 constants. 

Soient a G c^{Qy) et Ja = a*J le schéma en groupes lisse sur Ôjj qui 
s'en déduit. La fibre générique de Ja est un tore dont la monodromie peut 
être décrite à l'aide du revêtement caméral cf. 12.4.71 Soit la clôture 
séparable de F^. Soit x G i{F^^^) un F^*^^-point de t d'image a G c{Fjj). 
Le choix de ce point définit un homomorphisme 

ou Ij) = Gal{F^'^^ / Fjj). Puisque la caractéristique de k ne divise par l'ordre 
de W, n* se factorise par le quotient modéré 7*^™'^ de Ij). Pour adhérer 
aux notations de [26] . choisissons un générateur topologique de 7*'^™*^ et 
notons Wa l'image de ce générateur par tt*. 
Pour toute racine a G $, on a un entier 

r(a) := valv{a{x)) 

où valy est l'unique prolongement de la valuation valy^e;^) = 1 sur à 
7^'^''. On obtient ainsi une fonction r : ^ —>■ Q_|_. 

Le couple {wa,r) dépend du choix de x mais l'orbite sous W de ce 
couple n'en dépend pas. Nous allons noter [wa, r] l'orbite sous W du 
couple {wa, r). 

On a l'égalité évidente 

^r(a) = deg^(a*DG) = 

L'invariant 

c^{a) = dim(t) - dim(t"'") 
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est la chute du rang torique du modèle de Néron de J^. D'après la formule 
de Bezrukavnikov, on a 

djj{a) - Cjj{a) 
(Jv[0') — 2 

Soit c^{Ov)[w,r] le sous-ensemble des a G c^{Ov) avec l'invariant [w,r] 
donné. D'après [26] . cet ensemble est admissible c'est-à-dire qu'il existe 
un entier et un sous-schéma localement fermé Z de c{0y/e^0j;) vu 
comme fc-schéma tel que c^{Ov)[w,r] soit l'image réciproque de Z{k) par 
l'application c(Otj) c{0v/e^0v)- On dira que t^{Ov)[w,r] est admissible 
d'échelon N . 

Ils définissent alors la codimension de la strate c^{Ofj)[w^r] comme la 
codimension de Z dans c{0;û/e^O^) vue comme fc-schémas. Cette codi- 
mension ne dépend visiblement pas de l'échelon choisi pourvu que 
celui-ci soit assez grand. Notons codim[t(;,r] cette codimension. D'après 
|26[ 8.2.2] on a la formule explicite 

codim[w,rJ = d[w,r) H 

oii l'entier d{w, r) est la codimension de t^(0)r dans tu,(0) dans les nota- 
tions de loc. cit. Nous nous contenterons d'une estimation plus grossière. 

Proposition 5.4- 1- — Si ôa > 0, on a l'inégalité 

codim[ty, r] > ôa + 1. 

Démonstration. — Il est clair que 

codim[w, r] = ôv{a) + Cjj^a) + d{w, r) 

oii ôy{a) = {d^{a) — Cv{a))/2. Si w n'est pas l'élément trivial de W, on 
a C{;(a) > 1. Si w = 1, par définition de [261 8.2.2], d{w,r) est la codi- 
mention de t(Of})r. dans t{0^) où t{0^)r est la partie admissible de t{0^) 
constituée des éléments ayant la valuation radicielle r. Si ôni^a) > 0, alors 
r 7^ de sorte que cette partie est de codimension strictement positive. 
Donc d{w,r) > 1. Dans les deux cas, on obtient donc l'inégalité qu'on 
voulait. □ 

Proposition 5.4-2. — Si le degré de D est très grand par rapport à 8, 
la strate à ô constant As est de codimension plus grande ou égale à ô. 
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Démonstration. — Pour toute partition ô, de ô en une somme d'entiers 
naturels ô = ôi + ■ ■ ■ + ôn, considérons le sous-schéma Z^, de A'^ x qui 
consiste en les uplets (a; Xi, . . . , Xn) avec a G A'^{k) et Xi, . . . , x„ G X{k) 
tels que l'invariant S local ôx^O') vaut St. On peut stratifier Zs, en réunion 
des strates Z[^,^r.] des (a; xi, . . . , x„) tel que l'image dans c^(ÔxJ soit 
dans la strate de valuation radicielle {ÔxJ[wi,ri]- Supposons que cette 
strate est admissible d'échelon Ni. Pour deg(-D) très grand, l'application 
linéaire 

n 

A^l[c{ÔxJe''^ÔxJ 

i=l 

est surjective. Il s'ensuit que ,,.] est de codimension au moins égale à 

n 
i=l 

dans A x X" Il s'ensuit que son image dans A est de codimension au 
moins égale h ô = XlILi ^i- proposition s'en déduit. □ 

On pense que cette inégalité est valide sans l'hypothèse que deg{D) 
soit très grand par rapport à ô. Un calcul de l'action infinitésimale de 
sur Ma montre que c'est vrai en caractéristique zéro. Nous présenterons 
sur ce calcul dans une autre occasion. 

5.5. L'ouvert étale yi de yi. — Dans l'énoncé de la dualité de Tate- 
Nakayama 11.6.41 il est nécessaire de choisir un certain point base pour 
définir la K-intégrale orbitale pour un élément /î G T. On va de même 
construire un ouvert étale A de A qui consiste à faire le choix d'un point 
base de la courbe camérale dans le lieu oii celle-ci est étale au-dessus de 
X. On verra dans la suite l'énoncé de stabilisation deviendra beaucoup 
plus plaisant sur A. 

Soit oo G X{k) un point géométrique de X. Considérons l'ouvert 71°° 
de A'^ ®fc k qui consiste en les points a G A'^(k) tel que le revêtement 
caméral Xa — >■ X est étale au-dessus du point oo. En variant le point oo, 
on obtient un recouvrement de ®k k par les ouverts de Zariski A°°. 
Notons que si le point oo est défini sur k, A°° l'est aussi. 

Considérons le revêtement A dont les Â;-points sont des couples (a, ôb) 
oii a G A°°{k) et 6b est un point de Xa au-dessus de oo. Le morphisme 
d'oubli de 6b 



(5.5.1) 
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est un torseur sous le groupe Woo qui est la fibre de W au-dessus de oo. 
Si le point oo est défini sur A;, yi est aussi défini sur k. 

Lemme 5.5.2. — Supposons que deg(D) > 2g. Alors A est lisse et 
irréductible. 

Démonstration. — On a un diagramme cartésien 

A — ^ ^D,^ 

w w 

yi~ — ^ cb,oo 

oii la flèche de bas est une partie ouverte de l'application linéaire de 
restriction àe A = H°(X, cd) à la fibre de c^j en oo et oii la fièclie de 
droite se déduit de t c par torsion. Sous l'hypothèse deg(D) > 2g, 
cette application linéaire est surjective cf. I4.6.2[ On en déduit que la 
flèche du haut du diagramme est un morphisme lisse de fibres connexes. 
Puisque t/3,00 est un vectoriel, A est lisse et irréductible. □ 

Considérons l'image récipoque de la stratification 

(5.5.3) A(^kk= \_\A^. 

par le morphisme Woo : A — > A^. En décomposant "\N^{A^) pour tout 
if) en composantes connexes, on obtient ainsi une stratification 

(5.5.4) À = □ À^. 

Sur l'ensemble \E', on considère la relation d'ordre définie par ipi < %l)2 
si et seulement si A^^ est inclu dans l'adhérence de A^^. Le groupe W^o 
agit sur l'ensemble \^ et l'ensemble quotient de \^ par l'action de W^o 
s'identifie au sous-ensemble de des strates A^ ayant une intersection 
non vide avec A^. 

Puisque A est irréductible, l'ensemble ^ admet un élément maximal 
noté iIj. Il est stable sous l'action de Woo et son image est l'élément 
maximal ipc de ^ . 
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5.6. Stratification par les invariants monodromiques. — On va 

maintenant construire une autre stratification de A'^ (S>fe k fondée sur la 
monodromie de la courbe camérale. Comme la stratification à ô constant, 
la stratification par les invariants monodromiques sera obtenue en re- 
groupant les strates dans la stratification par normalisation en famille 
des courbes camérales I5.2.4[ 

Les invariants monodromiques qu'on va définir dépendent d'une réduc- 
tion du torseur pc cf. I1.3.6I On se donne donc un torseur p : Xp —>■ X 
sous un groupe discret 9p et un homomorphisme 6p Out((G) tel que 
Pg = P A®'' Out(G). On se donne aussi un fc-point oOp de Xp au-dessus 
de oo. Ce point définit un point géométrique xq de pc au-dessus de oo 
et fournit en particulier une identification Woo = W. 

Pour tout a G A°°{k), on a un revêtement étale 

Xp^a = Xa Xx Xp 

de la courbe camérale X^. La courbe ^ est alors munie d'une action 
de W XI Qp. Soit la normalisation de Xp^a qui est aussi munie d'une 

action de W x 6p. La donnée d'un point géométrique 6o de X^ définit 
alors un point géométrique 

oôp = (6ô,oOp) 

dans le lieu lisse de Xp^a et donc un point géométrique de Xp^. 

Soit à = (a, 6b) G A{k). Soit Cà la composante connexe de Xp ,^ qui 
contient le point 6b. Soit Wà le sous-groupe de W x 9p constitués des 
éléments qui laissent stable cette composante. On considère aussi le sous- 
groupe là engendré par les éléments de Wà qui admettent au moins un 
point fixe dans Cà- C'est un sous-groupe normal de Wà- Il est clair que 
la là est contenu dans le noyau de la projection Wà — ^ Qp de sorte que 
hcWàH W. 

Proposition 5.6.1. — // existe une application ij) {I^^W^) de Ven- 
semble ^ des strates dans l'ensemble des couples {I^.,W^) formés d'un 
sous-groupe W^ de W x 9 et d'un sous-groupe normal h de W^ telle que 
pour tout a = (a, 6b) G A^(k) on a 

ih,Wà) = iu.w.). 
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Démonstration. — Considérons l'image inverse de par le mor- 

phisme fini étale Woo : 'V^'^{A^) — > A^. Chosissons une de ses compo- 
santes connexes S^. Par construction, au-dessus de S^, on a une courbe 
propre et lisse X\p qui normalise fibre par fibre la courbe camérale X^. Au- 
dessus de !B^, admet une section tautologique. Cette section définit 
une composante connexe qui fibre par fibre est la composante connexe 
Cà- C'est une courbe projective lisse de fibres connexes au-dessus de !B^. 
Soit le sous-groupe de W xi 6p qui laisse stable cette composante. 

Pour tout à e A^Çk), on&Wâ — W^. 

Soit w e un élément ayant au moins un point fixe dans C". On 
a alors w & W. Puisque le revêtement Câ ^ X est génériquement étale 
galoisien de groupe de Galois Wà. les points fixes de w dans Cà sont 
isolés. Puisque l'ordre de W est premier à la caractéristique de k, les 
points fixes sont de multiplicité un. En appliquant la formule des points 
fixes de Lefschetz, on a 

tr(w,H*(Cà,Q,))7^0. 

Puisque est un morphisme propre lisse, les groupes de coho- 

mologie H*(Cà', Q^) s'organisent en un système local quand à' varie dans 
!B^. On en déduit que 

tr(M;,H*(Cà.,Q,))^0 

pour tout à' e 'B^{k). Il en résulte que w a au moins un point fixe dans 
Cà'- Ainsi, le sous-groupe de engendré par les éléments ayant au moins 
un point fixe dans Câ ne dépend pas du choix du point géométrique à. □ 

On obtient donc une application ip i— > (/^, W^) de ^ dans l'ensemble 
des couples formés d'un sous-groupe W^, de W x ©p et d'un sous-groupe 
normal J* de W^, H W. Cette application est équivariante par rapport à 
l'action par conjugaison de W. On en déduit par passage au quotient une 
application de ^/W dans l'ensemble des classes de W-conjugaison des 
couples (J*,W^*). On a ainsi défini une application ip i— > sur le 

sous-ensemble de ^ des strates A^p ayant une intersection no vide avec 
On vérifie sans difficulté que ces appfications sont compatibles pour 
les pour les choix différents de oo et donc se recollent en une application 
■0 I— > [/■!/), W^] défini sur l'ensemble * tout entier. 

Il existe une relation d'ordre évident sur l'ensemble des couples (/*, W^) 
définie par {Ii,Wi) < (/2, 1^2) si et seulement si Ii C I2 et Wi C H^2- 



106 



NGÔ BAO CHÂU 



Elle induit une relation d'ordre sur l'ensemble des classes de conjugaison 
[I^, W^] définie par [Ii, Wi] < [I2, W2] si et seulement s'il existe w G Wx6 
tel que wliw~^ C I2 et wWiw~^ C W2. 

Lemme 5.6.2. — L'application ip 1— > {I^iW^) est croissante. Il en est 
de même de l'application ip [I^, W^]. 

Démonstration. — On raisonne comme dans la démonstration de I5.3.1I 
Soit S = Spec(i?) un trait formel de point générique r] = Spec{k{ri)) 
et de point fermé s = Spec(/c(s)) géométrique. Soit à : S ^ A un 
morpliisme avec 0(77) G et â(s) G A^,. On doit démontrer que 

Considérons le revêtement Xp a de X x S* qui est défini comme l'image 
réciproque par a du revêtement Xp x — > c^- Considérons la norma- 
lisation Xp^^ de Xp,a- Quitte à faire un changement radiciel du trait, on 

peut supposer que la fibre générique (X^^^)^ est une courbe lisse sur k{r]) 
de sorte qu'on peut calculer (/^, W^) à partir de cette fibre générique. 

En revanche, la fibre spéciale {Xp^^)s n'est pas normale en général et il 

faut prendre sa normalisation {Xp^^)l pour calculer {I^,,W^,). 

Le point à définit une section de (Xj^^^)^. Notons Cà la composante 

connexe de (X^^„)^ contenant cette section. Le groupe est alors le 
sous-groupe de W x 6p formé des éléments qui laissent stable cette 
composante. Soit Cà{s) la composante connexe de (X^^^)^ contenant le 
point définit par â(s). Le groupe W^, est le sous-groupe de W x 6p 
formé des éléments qui laissent stable Câ{s)- Comme Cà{s) est une com- 
posante connexe de la normalisation de la fibre spéciale de Cà, on a 
une inclusion W^, C W^. Un élément de W^, ayant un point fixe dans 
Cà(s) a nécessairement un point fixe dans Cà d'oii la seconde inclusion 
C □ 

Pour tout (/*, PK) comme ci-dessus, notons A(i^^w,) la réunion des 
strates A^ telles que (J^, W^). D'après [5.6.21 c'est une partie localement 

fermée de A. On obtient ainsi une stratification de A 



(5.6.3) 
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De même, on a une stratification compatible de ^1 
(5.6.4) A'^®kk= y A[i,,w,] 

Lemme 5.6.5. — Considérons une réduction de la restriction de pc à 
X à un torseur irréductible p : Xp X sous un groupe Qp. Considérons 
les invariants monodromiques relatifs à cette réduction. Soitipc l'élément 
maximal de ^ . On a alors 

a^c'^^G) = (w,wxe,). 

De même, on a [1^^, W^^] = [W, W x 6p] où ipc ^st l'élément maximal 
de 

Démonstration. — Soit à = (a, 6o) un Â;-point de la strate ouverte A^^. 

D'après cf. 14.6.41 Xp^a est alors une courbe lisse et irréductible. On en 
déduit que = W x 6p. 

Le sous-groupe normal de Wa est alors un sous-groupe normal de W. 
La courbe Xp^a coupe transversalement tous les murs de ha dans Xp x t 
associés aux racines a de g, le groupe là est un sous-groupe normal de 
W contenant toutes les réflexions Sa associés au mur ha. Il s'ensuit que 

Ia = W. □ 

Sous l'hypothèse du lemme, on a un ouvert dense ^[w.wxOp] de A. 
En général, il contient strictement la grosse strate = A^^. En effet, 
dans la strate ^[w,w><0]; on demande à la courbe camérale Xp a d'être 
irréductible alors que dans A^, celle-ci doit être lisse et irréductible. 

5.7. Description de 7ro(y). — Dans ce paragraphe, on va décrire le 
faisceau vro(T) le long des strates Aj^^w, de la stratification 15.6.41 Rappe- 
lons la définition de ce faisceau. Le champ de Picard T — >■ A"^ étant lisse 
I4.4.2[ il existe un unique faisceau 7ro(T) pour la topologie étale de A'^ 
tel que la fibre de vro(!P) en un point a G A'^ik) est le groupe 7ro(J'a) des 
composantes connexes de Ta- Ceci est une conséquence d'un théorème de 
Grothendieck cf [271 15.6.4], voir aussi ^ 6.2]. 

On va aussi considérer le problème intermédiaire de déterminer le 
faisceau 7ro(CP') des composante connexes du champ de Picard dont 
la fibre en chaque point a G A'^ik) classifie des J° torseurs sur X. 
L'homomorphisme surjectif ^ ? induit un homomorphisme surjec- 
tif 7ro(r) ^7ro(?). 
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On commence par regarder la restriction de ces faisceaux à l'ouvert 
étale A de cf. 15.51 Cet ouvert dépend du choix d'un point oo G X{k). 
On a une stratification (15.6.31) 

À= |_| À(i^^w,) 

par les invariants monodromiques avec J^, C C W x Op. On a aussi 
fixé une réduction du Out(G)-torseur pc en un torseur p : Xp ^ X sous 
le groupe Op muni d'un point géométrique oOp de Xp au-dessus de oo. 
Ceci permet en particulier d'identifier la fibre Woo de en oo avec W. 
D'après [4.10.21 pour tout point à G A{k), la fibre de vro(P^) s'exprime 

oii l'exposant (_)* désigne la dualité entre les groupes abéliens de type 
finis et les groupes diagonalisables de type fini sur Q^. De même, 7ro(Ta) 
s'identifie au quotient de vro(J'^) dual au sous-groupe T(/à, Wà) défini 
dans 14.10.21 L'énoncé suivant permet de déterminer complètement la res- 
triction des faisceaux ttoCJ") et 7ro(y) à A. 



Proposition 5.7.1. — Les flèches surjectives de la proposition 4-10.2 

définies pour tout à = (a, 6b) G A{k) s'interpolent en un homomor- 
phisme surjectif canonique du faisceau constant de valeur X* sur A dans 

^o(r)u. 

Démonstration. — Soit à = (a, 6b) G A{k). Le point géométrique 6bp = 
(6b, OOp) de Xp^a permet d'identifier la fibre de Ja en oo avec le tore fixe 
T cf. 12.4.71 Cette identification permet de définir un homomorphisme du 
faisceau constant sur A de valeur le groupe X* des cocaractères de T 
dans l'image réciproque de J" sur A, voir la démonstration de |55l 6.8] 
et donc un homomorphisme 

X, X i ^ 

Fibre par fibre c'est l'homomorphisme surjectif de 14.10.21 □ 

Remarque 5.7.2. — Notons que cet homomorphisme surjectif dépend 
du choix du fc-point oOp. Il est défini sur k si le point oOp est défini sur 
k. Notons que oOp est défini sur k entraîne que oo est aussi défini sur k. 
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Dans le langage des représentations du groupe fondamental, il revient au 
même de dire que l'homomorphisme 

p* : vri(X, oo) = 7ri(X, oo) xi Gal(Â;/A;) 6p 

défini à partir de oOp est trivial sur le facteur Gal(Â;/A;). 

A l'aide de ce lemme, on obtient une description explicite des res- 
trictions de 7ro(y) et de vro(y) à A. Pour tout ouvert étale U de A, la 
stratification (15.6.31) induit sur U une stratification 

Pour tout couple (Ji, Wi) formé d'un sous-groupe Wi de W x 9 et d'un 
sous-groupe normal Ii de Wi, U sera dit un petit ouvert de type (Ji, Wi) 
si ^^(/i.w'i) est l'unique strate fermée non vide dans la stratification ci- 
dessus. Il est clair que les petits ouverts de différents types forment une 
base de la topologie étale de A dans le sens que tout ouvert peut être 
recouvert par une famille de petits ouverts. Pour définir un faisceau pour 
la topologie étale de A, il suffit donc de spécifier ses sections sur les petits 
ouverts et les flèches de transition. 

Considérons les faisceaux II' et II définis comme suit. Pour un petit 
ouvert Ui de type (/i, Wi), on pose 

T{U,U') = (T^^)* = (X,)h., 
T{U,U) = T{IuW,y 

Soit U2 un petit ouvert étale de Ui de type (J2, W2)- Puisque f/{/i,vi/i) est 
l'unique strate fermée non vide de f/i, on a l'inégalité 

On a alors une inclusion évidente des sous-groupes des invariants de T 
sous Wi et W2 

d'oii la flèche de transition 

T{Ui,U')^T{U2,U'). 

La définition des flèches de transition du faisceau II résulte du lemme 
suivant. 
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Lemme 5.7.3. 



Si {Ii,Wi) < (125^^2); on a l'inclusion 



T{l2,W2)cT{h,Wi). 



Démonstration. 



Soient k un élément de T, son centralisateur dans 



(G et H la composante neutre de celui-ci. Soient (Wx9)k le centralisateur 
de K dans W x 9 et Wh le groupe de Weyl de H. Si k G T(/2,W^2) 
alors I2 C Wh et 1^2 C (W x O)^. On en déduit que h C Wh et 



L'action de W sur A se relève de façon évidente sur les faisceaux H 
et n'. Le morphisme A — > A°° étant un morphisme fini étale galoisien 
de groupe de Galois W, les faisceaux II et II' descendent donc à l'ouvert 
de A"^. Dési gnons encore par II et H' les faisceaux ainsi définis sur 



L'énoncé suivant est une conséquence immédiate de I5.7.1l et I4.10.2I 

Corollaire 5.7.4- — existe un isomorphisme canonique entre la res- 
triction de 7ro(y), à A°° et H'. De même, on a vro(y)|yioo = H. 

Les ouverts de A°° de A'^ recouvrent A^ de sorte que l'énoncé ci- 
dessus fournit une description complète des faisceaux 7ro(y) et 7ro(J"). 
En particulier, on a l'énoncé suivant. 

Corollaire 5.7.5. — Considérons une réduction de la restriction de pc 
à X à un torseur irréductible p : Xp X sous un groupe discret Gp. 
Considérons les invariants monodromiques relatifs à cette réduction. La 
restriction de 7ro(J') à l'ouvert /l^ ®fc k de \4.(^ est le faisceau constant de 
valeur (Z^'')*. Ici désigne le sous-groupe des éléments Q p-invariants 
dans le centre de G. 

Démonstration. — Rappelons que yi^ coïncide avec la strate ouverte 
A^f^ pour l'élément maximal ipc de Le corollaire est une conséquence 



de l'égalité iI^^,W^ ) = (W, W x 6^) cf 15:631 En effet, on peut vérifier 



IVi C (W X 6) 



□ 



00 
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6. Cohomologie au-dessus de l'ouvert anisotrope 

Dans ce chapitre, nous allons introduire l'ouvert A^'^^ de A au-dessus 
duquel la fibration de Hitchin /'^'^^ : M^"^' A^'^^ est un morpliisme 
propre, en particulier de type fini. Comme M*^" est un champ de Deligne- 
Mumford lisse, en appliquant le théorème de pureté de Deligne, on obtient 
la pureté du complexe /^"Q^. 

Suivant [55] , on étudie la décomposition des faicseaux pervers de coho- 
mologie ^H"(/^^'Q^) sous l'action du faisceau 7ro(î') dont la restriction à 
yi^™ est un faisceau de groupes abéliens finis. La décomposition prendra 
une forme plus agréable après le changement de base à l'ouvert étale A^'^^ 
au-dessus duquel noiT) est un quotient du faisceau constant de valeur le 
groupe X,, des cocaractères du tore fixe T. En particulier, au-dessus de 
_^am^ on n'a plus besoin du formalisme des co-faisceaux qui a été introduit 
dans |55] pour écrire la décomposition endoscopique sur A'^^\ 

Pour chaque k E T, on définit le fermé Â^^ de ^ oii k : X* — Q^^ 
se factorise par 7ro(yà)- L'intersection A^ fl j^*^" est vide sauf pour les k 
dans un ensemble fini qu'on notera k'^^\ Pour k G k*^"', on a un facteur 
direct ^H"'(/^"^Q^)k supporté par /L^ nA^^\ On donnera une description 
de Ak en termes des groupes endoscopiques. 

Le point important de ce chapitre est l'énoncé du théorème de sta- 
bilisation géométrique I6.4.3[ Il s'agit d'une égalité dans le groupe Gro- 
thendieck de deux complexes purs sur Ah- Cet énoncé implique le lemme 
fondamental de Langlands et Shelstad 11.11.11 et le reste de l'article sera 
consacré à sa démonstration. 

Notons que le vrai énoncé de stabilisation géométrique qui correspond 
à la stabilisation usuelle du côté géométrique de la formule des traces, 
devrait être sur ^'^^ au lieu de A^'^\ Cet énoncé est nettement plus 
compliqué et nécessite en particulier le formalisme peu familier des co- 
faisceaux de [55] . Mais il n'est rien d'autre que la descente de 16.4.31 de 
Ah à A^^. Nous le laisserons au lecteur comme exercice. 

6.1. L'ouvert anisotrope. — Considérons le sous-ensemble \E''^"' de 
des éléments ip E tels que le groupe des ly^-coinvariants de X* 
est un groupe fini. Il revient au même de dire que le sous- groupe des 
W^-invariants dans X* est trivial. Le groupe est seulement défini 
modulo W-conjugaison mais la finitude des coinvariants est bien une 
propriété invariante de sorte que \E'^'^' est un sous-ensemble bien défini de 
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Considérons la réunion 

D'après [5.6.21 A^^^ est un ouvert de A. Sous les hypothèses que le centre 
de G ne contient pas de tore déployé sur X et que deg(D) > 2g, A^'^^ 
contient la grosse strate A^ qui est non vide cf. 14.6. It de sorte que A^'^^ 
est aussi non vide. 

Lemme 6.1.1. — A^™(k) est le sous- ensemble de A^(k) formés des 
points a G A^{k) tels que 'noi^a) est fini. 

Démonstration. — D'après r4.10.2[ a G A^^^{k) si et seulement si vro(y^) 
est un groupe fini. Le lemme résulte du fait que vro(Ta) vro(Ta) est un 
homomorphisme surjectif de noyau fini cf. 14.10.11 □ 

Lemme 6.1.2. — Soit a G A'^^'^k) et {E,(f)) G Ma{k). Alors le groupe 
des automorphismes Aut(i?,0) est un groupe fini. En tant que k-schéma 
en groupes, il est réduit. 

Démonstration. — La finitude est une conséquence immédiate de 14. 11. 21 
En tant que fc-schéma en groupes, il est contenu dans le sous-groupe des 
points fixes d'un sous-groupe de W agissant sur T. Ce dernier est réduit 
car p ne divise l'ordre de W. □ 

6.1.3. — Dans [201 II.4], Faltings a démontré le théorème de réduction 
semi-stable pour les fibrés de Higgs qui dit qu'un fibré de Higgs semi- 
stable sur X à coefficients dans le corps des fractions d'un anneau des 
valuation discrète peut s'étendre en un fibré de Higgs sur l'anneau après 
une extension finie séparable et de plus, si le fibré de Higgs dans la fibre 
spéciale est stable, cette extension est unique. Nous renvoyons à |20j pour 
la défintion des fibrés de Higgs semi-stables et stables. Disons seulement 
que c'est exactement la même définition que pour les G-torseurs sauf 
qu'on ne considère que les réductions paraboliques de E compatibles 
avec le champ de Higgs (j). Ceci suffit pour démontrer le lemme suivant. 

Lemme 6.1. 4. — Soit a G et {E,ip) G M^"(A;). Alors {E,(p) 

est stable. 

Démonstration. — Puisque a G A^™{k), E n'a pas de réduction parabo- 
lique compatible à 0. □ 
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Proposition 6.1.5. — La restriction y"^' du champ de Picard 7 à A^'^^ 
est un champ de Deligne-Mumford séparé lisse de type fini au-dessus 
de A^^\ L'ouvert M'^'^' := M Xj^^A^'^^ de M est un champ de Deligne- 
Mumford séparé lisse de type fini au-dessus de k. Le morphisme f^^^ : 
M™' — >• A^^^ est un morphisme propre. 

Démonstration. — On sait déjà que ? est un champ de Picard lisse au- 
dessus de A"^ cf. l4Â2] et M est lisse sur k cf I4.12.1I 

D'après |20[ II. 4] et l6.1.4[ M'^"' est séparé. Autrement dit le morphisme 
diagonal de M*^"^ est universellement fermé. D'après 16.1.21 il est quasi- 
fini et de fibres réduites. On en déduit qu'il est fini et non ramifié. Par 
conséquent M*^"' est un champ de Deligne-Mumford séparé. Il en est de 
même de car J"^"^' s'identifie à un ouvert de M'^'^\ 

Il reste à démontrer que est de type fini et M est propre sur ^L^"^'. Dis- 
posant du critère valuatif de propreté cf. |20[ II. 4], il suffit de démontrer 
qu'il est de type fini sur A^^^. On sait que M est localement de type 
fini. Pour tout a G A^'^^ik), on peut choisir une famille d'ouverts de type 
fini de M^"^' qui recourvrent la fibre M^"^'. D'après la formule de produit 
14.13.11 la fibre est noethérienne si bien qu'il existe une famille finie 
d'ouverts de type fini de M*^"' qui recouvre Mq. Puisque / : M^"^' ^1^"^' 
est plat, l'image de ces ouverts de A^°^^ sont des ouvert de A^^^ contenant 
a. Soit Va leur intersection. Il est clair que l'ouvert peut être 

recouvert par une famille finie d'ouverts de type fini. Il reste à remarquer 
que A^'^^ est aussi noethérien de sorte qu'il existe un nombre fini de points 
a tels que les ouverts Va comme ci-dessus recouvrent A^^\ La proposition 
s'en déduit. □ 



6.2. La K-décomposition sur yi^"^'. — Le morphisme 

yani . jy|-ani ^ 

est un morphisme propre. Sa source Jii^™ est un champ de Deligne- 
Mumford lisse. D'après le théorème de pureté de Deligne )16j . /^"'Q^ 
est un complexe pur. D'après [6l 5.4.5], il est isomorphe à la somme 
directe de ses faisceaux pervers de cohomologie 

/r^0"H"(/rQ,)[-n]. 

n 

oii ^H"(/^°'Q£) est un faisceau pervers pur de poids n. 
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6.2.1. — Puisque J""" agit sur M''"' au-dessus de ^1""^', J""^' agit sur 
l'image directe f^^^Q^. D'après le lemme d'homotopie cf. [52, 3.2.3], l'ac- 
tion de J"^'^' sur les faisceaux pervers de coliomologie ^H"(/^°'(Q£) se fac- 
torise par le faisceau en groupes abéliens finis 7ro(J'™'). Pour comprendre 
cette action, il est commode de se restreindre d'abord à l'ouvert étale 
^^i" = Jl Xji A^'^^ avec A défini dans le paragraphe 15.51 

6.2.2. — Au-dessus de A, on a l'homomorphisme sur jectif 15.7.11 

X, X .À ^ 7ro(y)U. 

Notons yi*^"' l'image réciproque de A^'^^ h A et f^^^ celle du morphisme 
f^'^^. Au-dessus de l'ouvert j'I^", l'homomorphisme X* ^o(J')|yL 
torise par un quotient fini de sorte que pour tout /t G T, on peut définir 
un facteur direct 

sur lequel X,,, agit à travers le caractère k : X* ^ Q^^. 

6.2.3. — Pour tout k G T, soit la réunion des strates avec ?/' G \1/ 
et K G T(/^, W^). D'après [523] et 15:6:21 À^, est un fermé de À. 

6.2.4- — Nous notons k^^^ le sous-ensemble de T formé des éléments 
K G T tel que k G T(/^, W^) pour une certaine strate anisotrope G 
^^"^K Comme ^^"^^ est un ensemble fini et pour tout ip G ^"""S T(/^, W^) 

est un sous-groupe fini de T, l'ensemble k^'^^ est un sous-ensemble fini de 
T. Le facteur direct ^H"(/^'^'Q^)k est non nul seulement si /î G k^"^'. On 
a donc une décomposition en somme directe finie 

(6.2.5) ^H"(/rQ,) = ^H"(/rQ,).. 

Proposition 6.2.6. — Le support du faisceau pervers ^W^lf^^^'Q,^)^ est 
contenu dans Ai^CiA^'^^ L'intersection Ai^dA^'^^ est non vide si et seule- 
ment si K, est un élément de l'ensemble fini k^"^'. 

Démonstration. — D'après la description de 7ro(y) sur A, au-dessus de 
l'ouvert U = A^'^^ — A^, l'homomorphisme X,,, 7ro(î') se factorise par 
un quotient F de JL^ tel que k soit en dehors du sous-groupe F* de T. Il 
s'ensuit que la restriction de ^H"(/f'^'(Q^)K à U est nulle. □ 
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6.3. L'immersion fermée de Ah dans A. — Soit {k, p,^) une donnée 
endoscopique de G sur X cf. 11.8.11 On lui a associé un groupe endosco- 
pique H sur X. On a construit un morphisme 

z/ : Ah A 

entre les bases des fibrations de Hitchin pour H et pour G cf. I4.15[ 

Soit (k, p*) une donnée endoscopique pointée de G sur X cf. 11.8.21 On 
a alors un 7ro(K)-torseur : X avec un point oop^ au-dessus de 

oc. On en déduit un point oog du Out((G)-torseur pc et un point ooh 
du Out(]H)-torseur pn. 

6.3.1. — Avec la donnée endoscopique pointée, on peut définir un mor- 
phisme canonique 

û : Ah A 

de la façon suivante. Soit an € AJ^ik) d'image a G A°°{k). Rappelons 
que les courbes camérales Xa^ et Xa ne sont pas directement reliées mais 
on a un morphisme entre leurs revêtements étales 

En effet, on a le diagramme suivant 
(6.3.2) 




avec deux parallélogrammes cartésiens. Il s'ensuit que le morphisme u 
détermine le morphisme en pointillé qu'on voulait construire. 

Un Â;-point àn = {an, ôb) de Ah consiste en un point an € A'^{k) plus 
un point 6o dans Xa„ au-dessus de oo. La donnée du point oop^ de p^ 
détermine alors un point ôOp^ = (6o, oCp^) de Xp^ an- Il revient au même 
se donner un point de Ah que de se donner un couple {aH,Ô0p^) avec 
an € A'^ik) et 6op^ G Xp^ani^) au-dessus de oo. Avec cette nouvelle 
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description, en utilisant le morphisme Xp^ an -^pK,a construit ci-dessus, 
on obtient le morphisme 

û : Ah A 

qu'on voulait. 

Remarque 6.3.3. — Si le point oOp^ est défini sur /c, le morphisme 
î> : Ah A ci-dessus est aussi défini sur k. 

Proposition 6.3.4- — Le morphisme v : Ah ^ A <S)kk est une im- 
mersion fermée. 

Démonstration. — On sait par |55[ 10.3] que c'est un morphisme fini 
non ramifié. Il suffit maintenant de vérifier qu'il induit une injection sur 
les points géométriques. Voici un énoncé plus précis. □ 

Proposition 6.3.5. — Un point à G A{k) peut être décrit comme un 
couple (a, obp^) avec a G A°°{k) et oOp^ dans Xp^^a au-dessus de oOp^. 
Soit U l'ouvert de X défini par U = a~^(c53)- Le point ôop^ de Xp^^a 
définit un homomorphisme 

K.,a ■ MU, oc) X 7ro(K). 

Le point à provient d'un point ân G Anik) si et seulement si l'image de 
a ^-5^ contenue dans le sous-groupe We x 7To('î) deWxi 7ro(/î) défini 
par le lemme \1.9.1[ 

Démonstration. — Les points an G Anik) au-dessus de a correspondent 
bijectivement aux composantes irréductibles de l'image inverse de la sec- 
tion a(X) C Cd par le morphisme fini plat z/ : Ch,d — ^ Cd dont la pro- 
jection sur X est un isomorphisme. Cette image inverse z/^^(a(X)) est 
par ailleurs le quotient au sens des invariants de Xp^^a par le sous-groupe 
Wh X 7ro(fi:) de W x vro(K) défini par le lemme 11.9.11 Le point (a, obp^) 
provient d'un point {aH,Ô0pJ G Anik) si et seulement si la projection 
sur X de la composante irréductible passant par l'image de 6op^ dans le 
quotient au sens des invariants 

iy-\a{X)) = Xp^JiWn M^^)) 

est un isomorphisme. Puisque ces composantes irréductibles sont finies et 
plates au-dessus de X, il suffit de vérifier ce critère au-dessus de l'ouvert 
U ovL les projections sur X envisagées sont finies et étales. On en déduit 
le critère galoisien dans l'énoncé du lemme. □ 
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Nous allons maintenant décrire le fermé /L^ comme une réunion dis- 
jointes des fermés Ah pour de différentes données endoscopiques pointées. 
Il faut pour cela choisir une réduction du torseur pc bonne pour tous les 
groupes endoscopiques envisagés. 

Soit pg la restriction de pc h X. Fixons un fc-point oo^ de pc au- 
dessus de oo. Ce point définit un homomorphisme Pq : 7ri(X,oo) 
Out((G). Nous allons fixer un élément /t G T. Rappelons qu'une donnée 
endoscopique pointée 11.8.21 avec ce /t fixe, est un homomorphisme 

p* : 7ri(X, oo) ito{k) 

au-dessus de Pq. 

Lemme 6.3.6. — // existe un quotient fini p' : 7ri(X,oo) —>■ Qp tel que 

Pq se factorise par p* ainsi que toutes les données endoscopiques pointées 

Pi- 

Démonstration. — Puisque le noyau de tiq^k) — > Out(G) est un groupe 
fini, il n'y a qu'un nombre fini d'homomorphismes 'iïi{X,oo) t!'o{i^) 
au-dessus de p^. □ 

Proposition 6.3.7. — Le fermé A ^ de 1 6. 2. à1 est la réunion disjointe 
indexée par l'ensemble des données endoscopiques pointées {n, pD des 
fermés Ah pour les groupes endoscopiques H associés à {k, p*) . 

Démonstration. — Comme dans le lemme précédent, fixons donc une 
factorisation de Pq un quotient fini p* : 7ii{X,oo) — >• Qp suivi d'un ho- 
momorphisme Oc : 0p — Out((G) comme ci-dessus. Puisque p* est sur- 
jectif, une donnée endoscopique pointée (/t, p* ) sur X est alors équivalente 
à un homomorphisme o : 6p ^ 7ro(/î) au-dessus de o^. La donnée de p* 
détermine un revêtement fini étale p : Xp ^ X de groupe de Galois Qp 
muni d'un point oOp au-dessus de oo. 

Soit o : Qp — i> tto{k) un homomorphisme au-dessus de Og : 6p — * 
Out((G). Soit H le groupe endoscopique associé. Soit à = (a, ôop) G A(k) 
un point dans le fermé Ah comme dans 16.3.51 Montrer qu'il est dans A^ 
revient à montrer que le groupe de monodromie Wà est contenu dans 
(W X Qp)k et son sous-groupe normal là est contenu dans Wh- 

D'après la proposition 16. 3. 5^ le groupe de monodromie Wà est contenu 
dans le sous-groupe Wh x 6p de W xi 6p. Ce sous-groupe fixe k de sorte 
qu'on a Wà C (W xi Gp)^. Puisqu'on a un morphisme Xp^a Xp qui est 
W XI 9p-équivariant avec Qp agissant sans points fixes sur Xp, le groupe 
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là est nécessairement contenu dans le noyau de W >^ — > ©p donc 
/â C W. On a alors 

4 c w n (We >^ ©p) = We 

de sorte que à est bien un point de A^,. 

Soit maintenant à — {a, 6op) G A^. Montrons d'abord qu'il détermine 
un unique homomorphisme o : 0p — ^ 7ro(/î). 

Soit Cà la composante de contenant 60 p. Rappelons qu'on a noté 
Wâ le sous-groupe de W x 0p des éléments qui laissent stable la compo- 
sante Câ et là est le sous-groupe normal de Wà engendré par des éléments 
ayant au moins un point fixe dans Cà- On sait que C W. Le quotient au 
sens des invariants Dà = Cà/Ià est alors un revêtement fini étale galoisien 
de X de groupe de Galois Wà/Ià- L'image du point 60 p dans le revêtement 
fini étale Dà définit un homomorphisme q\ : 7ri(X, 00) Wà/h- Comme 
l'image de oOp dans le revêtement fini étale galoisien Xp est le point oOp 
fixé, on a un diagramme commutatif 

m{x,oo)^Wà/ià 




011 la fièche verticale se déduit de l'inclusion Wà C W xi ©p et C W. En 
particulier, la flèche verticale est nécessairement surjective car p* l'est. 

Puisque que à G ^«(A;), on a C We et Wà C (W x ©p)^. On en 
déduit un homomorphisme Wà dans (W xi Out((G))K qui envoie /„ dans 
We- Il en résulte un homomorphisme 

Oâ : Wà/h ^ (W X Out(C;)),/WE = 7ro(K). 

Puisqu'on a choisi le quotient ©p suffisamment grand, il existe un unique 
homomorphisme o : ©p — > 7ro(«;) tel que le diagramme suivant est com- 
mutatif 

(6.3.8) ^^(x, 00) ^Wà/h 




©p ^ 7To{k) 

Ainsi un point à G A^ik) détermine une donnée endoscopique pointée 
associée à (k, o). 
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Montrons maintenant a G Ah où H est le groupe endoscopique associé 
à (/î,o). Le diagramme commutatif 

1 WàHW W-a Qp 1 

o 

1 Wh (W X Out((G))^ ttoIk) 1 

implique immédiatement W^HW C Wh- On connaît de plus un scindage 
canonique de la suite du bas 

e : 7ro(/î) (W X Out(G))^ 

de sorte qu'on a un homomorpliisme 

on le produit semi-direct est formé à l'aide de o et de l'homomorphisme 
6 dans la démonstration du lemme ll.Q.li En composant avec l'inclusion 
Wh XI 0p ^ W XI Qp, on obtient un homomorpliisme 

^ W X Gp. 

Comparons cet homomorpliisme avec l'inclusion naturelle de Wà C W x 
6p. Les deux induisent le même homomorphisme sur le sous-groupe WaH 
W C Wh et induisent l'identité au niveau du quotient 0p. Il s'ensuit que 
les deux homomorphismes à comparer sont les mêmes. Par conséquent, 
on a 

l^à C Wh X Gp 

ce qui implique que à G Ah- 

Enfin le diagramme commutatif 16.3.81 montre que o est complètement 
déterminé par 0^. Ceci implique que les fermés Ah et Ah' pour les 
groupes endoscopiques H et H' associés à (k, p*) et (k, p'^) différents, 
sont des fermés disjoints de A^kk. □ 

6.4. Stabilisation géométrique : formulation sur A^^\ — Suppo- 
sons maintenant qu'on a une donnée endoscopique pointée (k, p') défini 
sur X. Soit H le groupe endoscopique associé. Considérons la fibration 
de Hitchin fn '■ 'Mh Ah pour le groupe H. Considérons le revêtement 
étale Ah de Ah- Le morphisme 

ù -.Àh Âg 

est alors une immersion fermée car il en est ainsi après le changement de 
base de k kk cf. 16.3.41 
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6.4- 1- — Considérons l'image réciproque de ^H*(/^'^'Q^) à A^^\ Au- 
dessus de A, on a un homomorphisme surjectif X* ^o(î')U ^f- 15-7.11 
de sorte qu'on a une action de X* sur ^H*(/^"(Q£)|^ qui se factorise par 
un quotient fini au-dessus de l'ouvert A°°. Considérons le facteur direct 

on X=K agit par le caractère k : IL^ ^ ■ D'après le lemme I6.2.3[ 
le support de ce facteur direct est contenu dans A^ qui est la réunion 
disjointe des images des immersions fermées Ah' A sur l'ensemble des 
données endoscopiques pointées (p*)' : 7ri(X, oo) vro(/î) et oii H' est 
le groupe endoscopique associé. Ainsi ^H*(/^'^'Q^)k se décompose en une 
somme directe de termes pH*(/^'^'(Q^)kU^, supportés par Ah'- Le facteur 
direct ^H*(/f°'Q^)«,|yi^ est défini sur k. 

6.4-2. — Considérons la fibration de Hitchin : ^ Ah pour le 
groupe H. En prenant la partie k = 1 dans les faisceaux pervers de 
cohomologie restreints à Ah, on obtient ainsi un faisceau pervers gradué 

Son image directe par z>* définit un faisceau pervers gradué sur A. 

Théorème 6.4-3. — // existe un isomorphisme entre les serai- simplifi- 
cations des faisceaux pervers gradués 

y' ^H"(/rQ,).[2rg(/^)](rg(D)) ^ ^H'^(/f :Q,)st 

n n 

OÙ 

rg(D) = (ti<î>-ti$H)deg(D)/2 
est la codimension de Ah dans A. 

Notons que comme il s'agit des faisceaux pervers purs, au-dessus de 
A^'^^ ®fc k, ils sont semi-simples d'après les théorème de décomposition. 
Il s'en suit que les faisceaux pervers gradués ci-dessus sont isomorphes 
au-dessus de A^^^ ®fc k. 

La démonstration de ce théorème occupera la grande partie du reste 
de l'article. On en déduira la conjecture de Langlands-Shelstad 11 . 1 1 . Il en 
cours de sa démonstration. 
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6.5. Le complément de /l^"' dans A. — Pour terminer ce chapitre, 
notons que le complément de A^"^^ dans A'^ est un sous-schéma fermé de 
grande co dimension. 

Proposition 6.5.1. — La codimension de A"^ — A^"^^ dans A"^ est plus 
grande ou égale à deg{D). 

Démonstration. — Le même argument que dans le lemme 16.3.51 montre 
que le complément A'^ — A^'^^ est contenu dans la réunion des images de 

Aj[ j ^ A. 

pour les sous-groupes de Levi de G contenant le tore maximal T. D'après 
la formule 14.4.11 on a 

dim(yi) - dim(yiM) = (H $ - tl ^m) àeg{D)/2 > deg(Z}) 
d'oii la proposition. □ 



7. Théorème du support 

Dans ce chapitre, nous démontrons un théorème du support qui est 
l'énoncé technique central de l'article. Dans le premier paragraphe, nous 
donnons l'énoncé cf. I7.L13I de ce théorème du support et discutons de 
ses variantes utiles. Les hypothèses du théorème sont bien entendues mo- 
delées sur la fibration de Hitchin mais restent suffisamment raisonnables 
pour qu'on puisse espérer l'appliquer à d'autres situations. 

La démonstration de 17.1.131 occupe les quatres paragraphes suivants. 
La notion clé d'amplitude d'un support est introduite dans 17.21 Nous y 
énonçons une estimation de cette amplitude. En admettant cette estima- 
tion, nous démontrons 17. 1 . 131 dans [7l3] en suivant l'argument de Goresky 
et MacPherson rappelé dans l'appendice |Â1 La démonstration de l'esti- 
mation d'amplitude est fondée sur une notion de liberté de l'homologie 
d'un schéma vu comme un module sur l'homogie de la partie abélienne 
du groupe agissant. Cette propriété est bien connue dans une situation 
absolue. Dans une situation relative, il est assez difficile de dégager cet 
énoncé de liberté et a fortiori de le démontrer. C'est le contenu du long 
paragraphe 17. 4[ Dans le paragraphe suivant, nous expliquons comment 
cette propriété de liberté implique l'estimation d'amplitude désirée. 

Dans le dernier paragraphe, nous appliquons le théorème du support 
à la partie anisotrope de la fibration de Hitchin. 
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7.1. L'énoncé du théorème du support. — Soient S et M deux 
fc-schémas de type fini lisses et / : M — > S* un morphisme propre, plat et 
à fibres géométriques réduites. D'après le théorème de pureté de Deligne, 
le complexe /^Q^ est pur. En appliquant le théorème de décomposition 
[6], on sait que /*(Q^ est isomorphe à la somme directe de ses faisceaux 
pervers de cohomologie avec des décalages évidents 

p 

/,Q,^0H"(/,Q,)M. 

n 

De plus, les faisceaux pervers = pH"(/*Q£) sont géométriquement 
semi-simples. D'après [6], pour tout faisceau pervers géométriquement 
simple K sur S k, il existe un sous-schéma fermé réduit irréductible 
i : Z -—^ S ^kk, un ouvert dense U Z et un système local irréductible 
L sur U tel que 

K = ï*j!*L[dim(Z)]. 

Le sous-schéma fermé Z est complètement déterminé par K et sera appelé 
le support de K. En général, le problème de déterminer les supports des 
faisceaux pervers simples présents dans la décomposition de f^Q^ est un 
problème très difficile. On peut cependant le résoudre dans le cas oii M 
est munie d'une grosse action d'un schéma en groupes lisse commutatif 
moyennant quelques hypothèses que nous allons énumérer. 

7.1.1. — La réponse au problème de déterminer les supports sera 
donnée en termes du faisceau Irr(M/S') des composantes irréductibles 
des fibres de /. Ce faisceau existe sous l'hypothèse / plat à fibres 
géométriques réduites. En effet, notons U l'ouvert de M oii / est un 
morphisme lisse. Cet ouvert est alors dense dans chaque fibre géométrique 
de /. En effet, comme un morphisme plat de fibres géométriques lisses 
est lisse \27\ 19.7.1], l'intersection de U avec une fibre géométrique Mg 
est exactement la partie lisse de Ms qui est dense dans Ms car celle-ci 
est géométriquement réduite. Pour tout point géométrique s de S, l'en- 
semble des composantes connexes de Ug s'identifie donc canoniquement 
à l'ensemble des composantes irréductibles de Mg. Il suffit donc de 
construire le faisceau hq{U/S) des composantes connexes des fibres de 
U/S. 

Rappelons cette construction dont le lecteur peut se référer à la pro- 
position 6.2 de |55j pour plus de détails. Pour toute section locale u deU 
au-dessus d'un ouvert étale S' de S, d'après un théorème de Grothendieck 
\27\ 15.6.4] , il existe un unique ouvert de Zariski M„ de U' = U x s S' tel 
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que pour tout s G 5", la fibre Uu^s est la composante connexe de Us conte- 
nant le point u{s). Deux sections locales u et u' sont dites équivalentes si 
les ouverts correspondants Uu et Uu' sont égaux. Le faisceau des sections 
locales de U/S modulo cette relation d'équivalence définit un faisceau 
constructible 7io{U/S). Ce faisceau vérifie en plus la propriété que pour 
tout point géométrique s de S, la fibre de no{U/S) en s est l'ensemble 
des composantes connexes de Ug. 

7.1.2. — Soit P un S-scliéma en groupes commutatifs lisse à fibres 
connexes. Supposons qu'on a une action de P sur M 

act : P X5 M ^ M. 

Pour tout point géométrique s de S, la fibre Ps admet un dévissage 
canonique de Chevalley 

l^Rs^Ps^As^l 

où As est une variété abélienne et oii Rg est un groupes algébrique affine 
commutatif connexe. Nous dirons que que P agit M avec stabilisateurs 
affines si pour tout point géométrique m E M au-dessus de s G S", le 
stabilisateur de m dans Pg est un sous-groupe affine. Autrement dit, la 
composante neutre du stabilisateur de m dans Ps est contenue dans le 
sous-groupe affine connexe maximal Rg de Ps- 

7.1.3. — Pour tout point géométrique s E S, notons Ss = dim(i?s) la 
dimension de la partie affine de P^- Si s G S* un point quelconque, le 
dévissage de Chevalley de Pg existe et est unique après un changement 
de base radiciel de sorte que l'entier Sg est aussi bien défini. La fonction 
ô défini sur l'espace topologique sous-jacent a. S k valeurs dans les entiers 
naturels est semi-continue cf. [29]. Il existe donc une stratification de 
S en des sous-schémas localement fermés 5*^ tels que pour tout point 
géométrique s E Ss, on a. ôg = ô. 

On dira que le S-schéma en groupes commutatif lisse P est ô-régulier 
si pour tout 5 G N, on a 

codim5(S'5) > ô. 

Cette hypothèse implique en particulier que codim(S'i) > 1 de sorte que 
5*0 7^ 0. Il en résulte que P est génériquement un schéma abélien. 

Soit Z un sous-schéma fermé irréductible de S. Soit ôz la valeur mini- 
male que prend la fonction ô sur Z qui est atteinte sur un ouvert dense 
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de Z qui est alors nécessairement contenu dans l'adhérence de la strate 
S^^. Si P est 5-régulier, alors codim(5'5^) > 5^ et a fortiori 

codim(Z) > bz- 

Il est clair que P est 5-régulier si et seulement si pour tout sous-schéma 
fermé irréductible Z de 5", on a codim(Z) > bz- 

7.1.4- — Considérons le faisceau des modules de Tate 

dont la fibre au-dessus de chaque point géométrique s de S est le 
(Q^-module de Tate T-^^{Ps) de la fibre en s de P°. Pour tout point 
géométrique s de 5", le dévissage canonique de Chevalley de Pg induit un 
dévissage de son module de Tate 

On a 

dim(T^^(^)) ^2dim{As) = 2{d - Ss) 

alors que la dimension de T-^^{Rs) est égale à la dimension de la partie 
torique de Rg. 

On dira que Tq^(P) est polarisable si localelement pour la topologie 
étale de S, il existe une forme bilinéaire alternée 

dont la fibre en chaque point géométrique s a comme noyau T-^^{Rs) c'est- 
à-dire qu'elle s'annule sur T^^(i?s) et induit un accouplement parfait sur 

Théorème 7.1.5. — Soient M et S des k-schémas lisses et f : M ^ S 
un morphisme propre plat de fibres géométriques réduites de dimension 
d. Soit P un S-schéma en groupes commutatifs lisse de fibre connexe de 
dimension d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons que le 
module de Tate T^^ (P) est polarisable. 
Considérons une stratification 

telle que pour tout a ^ H, est irréductible et telle que la restriction 
du faisceau lrr{M/S) à chaque strate est localement constante. 
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Soit K un faisceau perfers géométriquement simple présent dans /^Q^ 
dont le support est un sous-schéma fermé irréductible Z de S ®k k. Sup- 
posons que ôz > codim(Z). Alors Z est l'adhérence de l'une des strates 



Compte tenu de la définition de 5-régularité, on a un corollaire évident. 

Corollaire 7.1.6. — En plus des hypothèses du théorème, supposons 
que P est ô -régulier. Alors les supports des faisceaux pervers géométrique- 
ment semi-simples présents dans /^Q^ sont parmi les adhérences S^ des 
strates S^^. 

7.1.7. — Avant de travailler avec les faisceaux pervers de cohomologie 
j^n _p H"(/*Q^), envisageons la même question de déterminer le sup- 
port des facteurs du faisceau de cohomologie ordinaire en degré maximal 
ï^'^'^{f*Qe)- L'énoncé 17.1.51 avec le faisceau ordinaire H^'^(/^.Q^) à la place 
des faisceaux pervrers K"-, est quasiment immédiat car H^'^(/*Q^) s'iden- 
tifie au faisceau £-adique engendré par le faisceau d'ensembles Irr(M/ S) 
à l'aide du morphisme trace. L'analogue de 17.1.51 pour le faisceau de co- 
homologie ordinaire de degré maximal de /«Q^ résulte de deux lemmes 
suivants qui sont bien connus. 

Lemme 7.1.8. — Soit S un k -schéma de type fini. Soit f : M ^ S 
un morphisme plat de fibres géométriques réduites de dimension d. Soit 
\iï{M/S) le faisceau des composantes irréductibles des fibres de M/ S 
défini dans \ 7. 1TJ[ Alors, il existe un isomorphisme canonique 



où {—d) désigne un twist à la Tate. 

Démonstration. — Comme dans 17.1.11 puisque / est un morphisme plat 
à fibres géométriques réduites, il existe un sous-schéma ouvert U de M 
dont la trace sur chaque fibre géométrique de / est la partie lisse de cette 
fibre. On a alors ttq{U / S) = Irr(M/ S). De plus, le morphisme M — U — > S 
est de dimension relative strictement plus petite que d. Soit h : U ^ S 
la restriction de f k U. La flèche dans la suite exacte d'excision 



est alors un isomorphisme. Il suffit donc de construire un isomorphisme 



S.. 




TFT MU /S) 



i-d) 
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Soit U une section locale de U au-dessus d'un ouvert étale S' de S. 
D'après un théorème de Grothendieck \27\ 15.6.4], il existe un ouvert 
il existe un unique ouvert de Zariski Uu de U' = U x s S' tel que pour 
tout s G S", la fibre Uu,s est la composante connexe de Us contenant le 
point u{s). Notons hu : Uu ^ S' la restriction de h k Uu- L'inclusion 
Uu C U' induit une flèche entre faisceaux de cohomologie à support de 
degré maximal 

R^'^/iujCQ^ — >■ R^'^/i!(Q^|5'. 
Par ailleurs, on a un morphisme trace 

qui est un iso morphisme puisque Uu/ S' a les flbres géométriquement 
connexes. On en déduit un morphisme 

Il est clair que ce morphisme ne dépend pas de la section locale u mais 
seulement de sa classe d'équivalence c'est-à-dire son image dans no{U/S). 
On en déduit un morphisme canonique 

Pour vérifler que c'est un isomorphisme, il suffit de le faire flbre par flbre 
ce qui est évident. □ 

Lemme 7.1.9. — Soit T un faisceau C-adique sur S. Soit S = Uo-es 'S'o- 
une stratification de S de strates irréductibles telle que la restriction de 
T à chaque strate est localement constante. Soient i : Z S un sous- 
schéma fermé irréductible de S et L un système local sur Z . Supposons 
que i^L soit un sous-quotient de T . Alors S est l'adhérence de l'une des 
strates S^. 

Démonstration. — La restriction de i^L à chaque strate 5*0-, étant un 
sous-quotient du système local J-'ls^, est aussi un système local. Par 
conséquent, pour tout a G S, ou bien S^ C Z ou bien S^ Z = ^. 
Puisque Z est irréductible, il existe un unique a G S tel que Z H S^ est 
un ouvert dense de Z. Alors 5*0- est un ouvert dense de Z. □ 

7.1.10. — Considérons une variante plus compliquée du théorème 17.1.51 
oii on ne suppose plus les flbres de P sont connexes. Soit P un ^-schéma 
en groupes commutatifs lisse de type flni. Il existe un sous-schéma en 
groupes ouvert P° de P dont la flbre au-dessus de chaque point s de 5* 
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est la composante neutre de Pg. En remplaçant P par P", on peut définir 
la notion de 5-régularité et celle de module de Tate T^^(P°) polarisable. 

7.1.11. — Il existe un faisceau en groupes abéliens finis t^o{P) pour la 
topologie étale de S qui interpole les groupes de composantes connexes 
7ro(P,) des fibres de P cf. [Ml 6.2]. 

L'action de P sur M induit une action du faisceau en groupes 7ro(P) 
sur le faisceau d'ensembles Irr (M/S*). Donnons- nous un homomorphisme 

Ho 7ro(P) 

oii Ho est le faisceau constant de valeur d'un certain groupe abélien fini 
Ho. Localement pour la topologie étale de S", il existe de tels homomor- 
pliismes qui ne sont pas triviaux. 

On a alors une action du groupe fini Hq sur le faisceau d'ensembles 

lu [M /S). Considérons le faisceau £-adique '^^"^^^^'^ qui associe à tout 
ouvert étale S' de S l'espace vectoriel et qui lui aussi est 

muni d'une action du groupe fini Hq. Pour tout caractère k : Hq ^ Q^^, 
on peut donc définir le facteur direct 

Irr(M/5). 

où Ho agit à travers le caractère n. L'ensemble des points géométriques 
s de S' tels que k : Hq — > se factorise à travers Hq — >■ 7ro(Ps) forme 
un sous-schéma fermé de 5* que nous allons noter S'^. Il est clair que le 

faisceau {^i^^''^'^^^)^ est supporté par 5*^. 

7.1.12. — D'après le lemme d'homotopie, le faisceau P agit sur les fais- 
ceaux pervers de cohomologie = P}ï"'{f^Q^) à travers le quotient 
7ro(P). Par conséquent, le groupe fini IIq agit sur le faisceau pervers 
qui induit une décomposition en somme directe 

= k: 

Ken* 

où n* = Hom(no,Q/). 

Voici une généralisation de 17.1.51 

Théorème 7.1.13. — Soient M et S des k-schémas lisses et f : M —>■ 
S un morphisme propre plat de fibres géométriques réduites de dimension 
d. Soit P un S-schéma en groupes commutatifs lisse de type fini et de 
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dimension relative d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons 
que le module de Tate T-^^{P^) est polarisable. 

Soit Uq 7ro(P) un homomorphisme d'un groupe fini Hq dans le fais- 
ceau vro(P) des composantes connexes des fibres de P. Soit k eHq un ca- 
ractère de Uq. Soit Sk le fermé de S des points s G S tel que k : Uq ^ Q^^ 
se factorise à travers hq^Ps). 

Considérons une stratification 

S®kk= \_\S^ 
o-es 

telle que pour tout a G E, 5*0- est irréductible et telle que la restriction 

du faisceau {Q£^^^'^^^^^)k à chaque strate Sa^ est localement constante. Le 
fermé S^ est alors nécessairement une réunion des strates S^j pour a dans 
un sous-ensemble de S. 

Soit K un faisceau perfers géométriquement simple présent dans 
dont le support est un sous-schéma fermé irréductible Z de S ®k k. Sup- 
posons que ôz > codim(Z). Alors Z est l'adhérence de l'une des strates 
S(j qui sont contenues dans 5*^. 

Signalons un corollaire immédiat de ce théorème. 

Corollaire 7.1.14- — Si nous supposons en plus que P est ô-régulier 
alors tous les supports des faisceaux pervers géométriquement simples 
présents dans K]^ sont des adhérences de strates S^r contenues dans S'^. 

7.1.15. — De nouveau, l'analogue de 17. 1.131 pour le faisceau de cohomo- 
logie ordinaire de degré maximal de f*Qi à la place des faisceaux pervers 
de cohomolofie K"' rsulte immédiatement des lemmes 17.1.81 et 17.1.91 

7.1.16. — En général, le problème de trouver une stratification de S 
telle que la restriction du faisceau (Q^^"''*^''^^)k à chaque strate est lo- 
calement constante, est accessibile car il s'agit d'étudier la variation en 
fonction de s de la représentation du groupe fini hq^Ps) sur l'espace vec- 
toriel de dimension finies Irr(Ms) qui sont complètement explicites. Sur 
l'ouvert anisotrope de la fibration de Hitchin la situation est encore plus 
favorable comme nous allons voir. 
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Supposons qu'il existe un ouvert M^^^ de M qui est dense dans chaque 
fibre de / et tel que P agit simplement transitivement sur M'^'^^. Sup- 
posons aussi qu'il existe une section 5* — > M^*^^. On a alors des isomor- 
phismes 

Irr(M/5) = TToiM'^yS) = 7ro(P) 

des faisceaux d'ensembles munis d'action de 7ro(P). Ici 7ro(P) agit sur 
lui-même par translation. 

Si S est un trait hensélien de point fermé sq, la flèche de spécialisaiton 
Irr(MsQ) — i> Irr(Ms) est surjectif car M est propre sur S. Cette surjecti- 
vité de la flèche de spécialisation est donc aussi vérifié pour les faisceau de 
groupes abéliens 7ro(P). Localement pour le topologie étale de S, il existe 
donc un homomorphisme surjectif Ho 7ro(P) d'un groupe constant Ho 
sur 7ro(P). Pour simplifier, nous allons supposer l'existence de l'homo- 
morphisme surjectif Ho 7i"o(P) sur S. 

Lemme 7.1.17. Supposons que Irr(M/5) = tiq{M'''^ / S) = 7ro(P) et 
qu'il existe un homomorphisme surjectif Uq 7ro(P) comme ci-dessus. 
Soient k : Uq un caractère de Uq. Soit 5*^ le fermé de S des 

points s E S tel que n se factorise à travers Uq 7ro(Ps) et i^ : ^ S 
l'immersion fermée. On a alors un isomorphisme 

,jr Irr(M/5)^ _ . 

Démonstration. — On a une décomposition du faisceau constant Q^^" 
en somme directe 



oii Ho agit sur (Q^)^ via le caractère k. L' homomorphisme surjectif Ho 
7ro(P) induit alors un homomorphisme surjectif de faisceaux £-adiques 

dont la fibre est nulle en dehors de et non nulle sur Le lemme s'en 
déduit. □ 

En combinant le corollaire 17.1.141 et le lemme 17.1.171 on obtient une 
description complète des supports des faisceaux pervers simples sous des 
hypothèses favorables. 

Corollaire 7.1.18. — Soient M et S des k-schémas lisses et f : M —>■ 
S un morphisme propre plat de fibres géométriques réduites de dimension 
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d. Soit P un S-schéma en groupes commutatifs lisse de type fini et de 
dimension relative d qui agit sur M avec stabilisateurs affines. Supposons 
que les hypothèses suivantes soient vérifiées : 

(1) le module de Tate (P°) est polarisable, 

(2) lii{M/S) = MM'"'yS) = no{P), 

(3) il existe un homomorphisme surjectif d'un faisceau constant Uq sur 
le faisceau 7ro(P). 

Alors, pour tout /t G IIq, soit K un faisceau pervers géométriquement 
simple K présent dans ^H"'(/^(Q£)k de support Z vérifiant codim(Z) > 
5z- Alors Z est égal à une des composantes irréductibles de S^- 

Si on suppose de plus que P est ô-régulier, alors le support de n'importe 
quel faisceau pervers géométriquement simple présent dans ^H"(/^(Q^)f; 
est égal à une des composantes irréductibles de S^- 

7.2. Amplitude. — Nous allons introduire la notion de l'amplitude 
de chaque support qui joue un rôle clé dans la démonstration de 17.1.131 
Nous allons garder les notations de 17.1.131 Pour tout k G IIq, pour tout 
entier n, le faisceau pervers de cohomologie est un géométriquement 
semi-simple. En regroupant ses facteurs simples ayant le même support, 
on obtient une décomposition canonique 

(7.2.1) ®K=®K 

nez «g21k 

où 21^ est une collection finie de sous-schémas fermés irréductibles Z„ 
de S ^kk et où est la somme directe des facteurs simples de K'^ de 
support Za- En supposant que pour tout a G 21^, est non nul pour au 
moins un entier n, l'ensemble 21^ est uniquement déterminé. Pour tout 
a G 21k, est un facteur direct canonique de i^". 

7.2.2. — On va maintenant introduire la notion d'amplitude de a G 21^. 
Pour tout a, notons 

occ(a) = {neZ\K2^ 0}. 

Notons aussi n+(a) l'élément maximal de occ(a) et ri_(a) l'élément mi- 
nimal. On définit V amplitude de a par la formule 

amp(a;) = n^{a) — n^{a). 

Voici une estimation cruciale de l'amplitude dont on reporte la 
démonstration à l7.5[ 
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Proposition 7.2.3. — Gardons les notations de \7.1\ Supposons que 
Tô (P°) est polansahle cf. [TT^ 



Pour tout /î G IIq, pour tout a G 21^, soit 5a la valeur minimale de 
l'invariant 5 : S{k) N sur le sous-schéma fermé irréductible Z^. Alors 
on a l'inégalité 

amp(a) > 2{d — ôa) 
où d est la dimension relative de g : P ^ S . 

7.3. Démonstration du théorème du support. — Dans ce pa- 
ragraphe, nous aUons démontrer le théorème du support 17.1.131 en ad- 
mettant l'inégahté I7.2.3[ La démonstration est fondée sur la dualité de 
Poincaré et un argument de comptage de dimension du à Goresky et 
MacPherson. Le lecteur consultera l'annexe cf. |Â]pour voir comment cet 
argument marche dans un contexte plus général. 

Démonstration. — Puisque M et S* sont lisses sur k, la dualité de Poin- 
caré- Verdier fournit isomorphisme de complexes 

f,Q, = R}îom (fMM\-2d](-d)) 

oii d est la dimension relative de /. En prenant les faisceaux pervers de 
cohomologie, on obtient un isomorphisme 

= i^''^""(*^)-"'^(dim(M)) 

oii ^ désigne la dualité de Verdier de la catégorie des complexes £-adiques 
sur S qui préserve la sous-catégorie des faisceaux pervers. Pour tout 
K G IIq, on en déduit un isomorphisme entre les K-parties 

= ir^'^"^(^^)-"'''(dim(M)). 

Comme cet isomorphisme respecte la décomposition par le support 17.2. 1^ 
pour tout a G 21^, l'ensemble d'entiers occ(a) est symétrique par rapport 
à dim(M). 

De plus, en admettant l'estimation de l'amplitude 17.2.31 

amp(a) > 2{d — ôa) 

on constate qu'il existe un entier n G occ(a) tel que 

n > dim(M) + d - ôa- 

Il existe donc un faisceau pervers simple non nul K de support Za tel 
que K soit un facteur direct de avec n > dim(M) + d — ôa. 

Localement pour la topologie étale de S, il existe des relèvements 
7ro(P) — P de l'homomorphisme surjectif P —>■ tto{P). En déduit une 
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action de Ho sur sur le complexe /^Q^. Puisque /^Q^ est un complexe 
borné constructible, il existe une décomposition en somme directe 

Ken* 

tel qu'il existe un entier N tel que pour tout A G IIo, (A — «;(A)id)^ agit 
trivialement sur (/*Q^)k; après changement de base à un rccouverement 
étale de S. Cette décomposition est indépendante du choix du relèvement 
7ro(P) — >^ P de sorte qu'on a en fait une décomposition canonique au- 
dessus de (S. De plus, on a la compatibilité évidente 

Ainsi iîr[— n] est un facteur direct du complexe (/*Q^)k;- 

Soit Ua un ouvert dense de où K est de la forme L[dim(Zo,)] oii 
L est un système local irréductible sur Ua- Soit Va un ouvert de S qui 
contient Ua comme un fermé. Notons ia '■ ^ Va- Quitte à remplacer 
S par Va, on peut donc supposer que Ua = Za- 

Soit Ua un point géométrique de Ua- Puisque -^^[— n] est un facteur 
direct de (/*Q^)«;, la fibre en Ua de est un facteur direct de la fibre 

en Ua de {f^^f)^- La fibre en Ua de (/*Q£)k est le complexe Rr(M„^, Q^)«; 
d'après le théorème de changement de base pour un morphisme propre 
alors que la fibre de n] en Ua est un Q^-espace vectoriel non nul placé 
en degré n — (ïim{Za)- 
II s'ensuit que 

Or, l'entier 

n — dim(Za) — n — dim(S') + codim(Za) 
est supérieur ou égal à 

dim(M) +d-ôa- dim(5') + codim(Zc,). 
Par hypothèse, on a l'inégahté 

codim(ZQ) > ôa- 

En la combinant avec l'égahté évidente dim(M) — dim(A) = d, on en 
déduit l'inégahté 

n — dim(Za) > 2d- 

Comme la dimension de la fibre M^^ est égale à rf, la non- annulation 
fjn-dim(z)^^^^ ^ Q implique que n - dim(Z„) = 2d- 
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En tronquant par l'opérateur r-^'^, on trouve que ia*L[—n + dim(t/a)] 
est un facteur direct de H^'^(/*(Q^)k[— 2(i] donc ia*L est un facteur direct 
de H^'^(/^,Q^)k. Le théorème résulte donc de I7.1.9[ □ 

7.4. Cap-produit. — Nous allons développer dans ce paragraphe cer- 
taines propriétés générales du cap-produit afin de démontrer l'inégalité 
d'amplitude 17. 2. 31 

7.4- 1- — Nous nous plaçons dans la situation générale suivante. Soit 
S un schéma quelconque. Soit g : P ^ S un S'-schéma en groupes de 
type lisse commutatif de fibres connexes de dimension d. Considérons le 
complexe d'homologie de P sur S défini par la formule 

Ap = ^,Qj2c/](c/). 

Ce complexe est concentré en degrés négatifs. En degré 0, on a H°(Ap) = 
Q^. La partie la plus importante de Ap est 

%(P):=H-i(Ap) 

oii T^^ (P) est un faisceau dont la fibre en chaque point géométrique s E S 
est le (Q^-module de Tate T-^^{Ps) de la fibre de P en s. Plus généralement, 
le théorème de changement de base nous fournit un isomorphisme 

}î-'{Ap)s = ill''-'{Ps){d) 

entre la fibre en s de H~*(Ap) est le i-eme groupe d'homologie 

H.(P.)=Hf-(P.)(rf) 

de la fibre de P en s. 

7.4-2. — Soit / : M — ^ S* un morphisme de type fini muni d'une action 
de P relativement à la base S 

act : P X5 M ^ M. 

Puisque P est lisse de dimension relative d sur S, le morphisme act est 
aussi lisse de même dimension relative. On a donc un morphisme trace 

act!Qj2d](d) 

au-dessus de M. En poussant ce morphisme de trace par f\, on obtient 
un morphisme 
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En utilisant maintenant l'isomorphisme de Kunneth, on obtient un mor- 
phisme de cap-produit 

7.4-3. — Cette construction s'applique en particulier k f = g. Elle 
définit alors un morphisme de complexes 

Ap (g) Ap ^ Ap. 

On en déduit une structure d'algèbres graduées sur les faisceaux de co- 
homologie de Ap 

H-^(Ap) ® H-^(Ap) ^ H-*-^(Ap) 

qui est commutative au sens gradué. On en déduit en particulier un 
morphisme de faisceaux 

A^T^^(P)^H-(Ap) 

qui est en fait un isomorphisme. Pour le vérifier, il suffit de le faire fibre 
par fibre oià on retrouve les groupes d'homologie de Pg munis du produit 
de Pontryagin. 

7. 4 •4- — Comme m'a fait remarquer Deligne, la multiplication par en- 
tier N induit la multiplication par N sur le module de Tate T^^(P) 
de P et induit donc la multiplication par N'^ sur H~'(Ap) = A'Tq^(P). 
On en déduit une décomposition canonique du complexe Ap 

Ap = 0A^T^^(P)[i] 
compatible avec la structure de cap-produit. 

Proposition 7.4-5. — Soit k un corps algébriquement clos. Soit M 
un k-schéma de type fini muni d'une action d'une k-variété ahélienne 
abélienne A avec stabilisateurs finis. Alors 0,^^ H"(M)[— n] est un mo- 
dule libre sur l'algèbre graduée Aa = 0^ A''T-Q^{A)[i]. 

Démonstration. — Puisque le stabilisateur dans A de tout point de M 
est un sous-groupe fini, le quotient N — [M /A] est homéomorphe à un 
champ de Deligne-Mumford. Le morphisme m : M ^ N étant un mor- 
phisme prorpe et lisse, il existe un isomorphisme non-canonique 
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OÙ les R*(m*Q£) sont des systèmes locaux sur A^. Puisque M M = 
A X M, l'image inverse m*R*(m*Q^) est le faisceau constant de valeur 
H'(yl) sur M. En utilisant cf. [61 4.2.5], on obtient un isomorphisme 
canonique entre R*(m^,Q^) est le faisceau constant sur de valeur W{A). 

La décomposition en somme directe ci-dessus implique la dégénére- 
scence de la suite spectrale 

ff,(iV,R^m,Q,)^H^+^(M). 

On en déduit dans 0^H"(M) une filtration A^-stable dont le j-ième 
gradué est 

i i 

Ces gradués sont des A^-modules libres. Il en résulte que la somme directe 
0^H^(M)[-n] est un A^-module libre. □ 

7.4-6. — Soit P un groupe algébrique commutatif lisse et connexe sur 
un corps algébriquement clos k. D'après le théorème de Chevalley cf. 
|63j . P admet un dévissage comme une extension d'une variété abélienne 
par un groupe affine 

1 ^ P ^ A^ 1 

oii A est une variété abélienne et oii R est un groupe affine. Notons au 
passage que si P est défini sur un corps parfait, cette suite exacte existe 
au-dessus de ce même corps. 

On en déduit de la suite exacte ci-dessus une suite exacte de modules 
de Tate 

On appelle relèvement holomogique une application linéaire 

qui scinde cette suite exacte. Un relèvement homologique induit un ho- 
momorphisme d'algèbres A : A^^ — Ag oii A^^ = 0_^A*T^^(As) est 
l'algèbre d'homologie de la variété abélienne As. L'ensemble des relève- 
ments homologiques de la partie abélienne forment un espace affine, tor- 
seur sous le (Q^-espace vectoriel Hom(T^^(y4s), TQ^(iîs)). Si P est défini 
sur un corps fini, il existe un relèvement homologique canonique. 

Proposition 7.^.7. — Soit P un groupe algébrique commutatif lisse et 
connexe défini sur un corps fini k. Soit 

l-^ R-^ P ^ A^l 
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la suite exacte canonique qui réalise P comme une extension d'une variété 
abélienne A par un groupe affine R. Il existe alors un entier N > et 
un homomorphisme a : A P tel qu'en le composant avec P —>■ A, 
on obtient la multiplication par N dans A. On dira alors que a est un 
quasi-relèvement. 

De plus, T-^^{a) : T-^^{A) Tq^(P) est l'application induite sur 
les modules de Tate, alors N~^T-^^{a) est l'unique relèvement homolo- 
gique compatible à l'action de GaA{k/k) surTi{P) etTi{A). On dira que 
N~^T-^^{a) est le relèvement canonique. 

Démonstration. — D'après [65t p. 184], le groupe des extensions d'une 
variété abélienne A par s'identifie au groupe des fc-points de la variété 
abélienne duale. Le groupe des extensions d'une variété abélienne par 
(Ga est le fc-espace vectoriel de dimension finie H^(yl, 0^). Un groupe 
affine commutatif lisse connexe est isomorphe à un produit de Gm et de 
Ga après passer à une extension finie du corps de base, il s'ensuit que 
le groupe des extensions d'une variété abélienne A par un groupe affine 
commutatif lisse R défini sur un corps fini, est un groupe fini. La première 
assertion s'en déduit. 

Le relèvement homologique N~^1-^^{a) est invariant sous l'action de 
Gal(fc/fc) puisque le relèvement a est défini sur k. Par ailleurs, l'élément 
de Frobenius a G GaX{k/k) agit sur Tq {A) par la multiplication par 
et sur T^^(i?) par la multiplication par q~^ oii q est le cardinal du corps 
fini k. Ainsi N^^T-^^{a) est le seul relèvement homologique compatible 
avec l'action de Gal(A;/fc). □ 

Corollaire 1.^.8. — Soit k un corps algébriquement clos. Soit M un 
k-schéma de type fini. Soit P un k-groupe lisse commutatif et connexe 
agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le quotient abélien maxi- 
mal de P. Supposons que P est défini sur un corps fini de sorte qu'on 
a un quasi-relèvement a : A ^ P. Alors le K^-module qui se déduit du 
Kp -module 0^H"(M) est un module libre. 

Démonstration. — Le quasi-relèvement a : A P définit une action de 
A sur M avec stabilisateurs finis. On se ramène donc immédiatement à 
la proposition 17.4.51 □ 

L'hypothèse que P soit défini sur un corps fini dans l'énoncé ci-dessus 
est bien curieuse. Voici un énoncé plus général et bien plus satisfaisant. 
Je reproduis la démonstration que j'ai apprise de Deligne cf. |18j . Cet 
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énoncé n'est pas indispensable pour la suite de l'argument mais il est 
beaucoup plus agréable d'en disposer. 

Proposition 7.4-9. — Soit k un corps algébriquement clos. Soit M un 
k-schéma de type fini. Soit P un k-groupe lisse commutatif et connexe 
agissant sur M avec stabilisateur affine. Soit A le quotient abélien maxi- 
mal de P et soit A : T-^^{A) — ^ T^^(P) n'importe quel relèvement homo- 
logique. Alors le KA-module qui se déduit du Ap-module 0„H"(M) par 
A est un module libre. 

Démonstration. — Par le procédé général de passage à la limite inductive 
comme dans ^ 6.1.7], on se ramène au cas oii M, P et l'action de P sur 
M est défini sur un corps fini k. Ecrivons k comme une limite inductive 
{Ai)içj des anneaux de type fini sur La catégorie des fc-schémas de type 
fini est une 2-limite inductive des Aj-schémas de type fini c'est-à-dire pour 
tout X/k, il existe i G / et Xi/Ai de type fini tel que X = Xi 0^. k cf. 
[271 8.9.1] et pour tous Xi,Yi/Ai, on a cf. [271 8.8.2] 

Homfc(Xi (g) A, k, Yi k) = limHomAj(Xi Aj, Yi ®a, Aj). 

Le même énoncé vaut donc pour la catégorie des groupes algébriques 
et celle des triplets formés d'un groupe algébrique G, d'un schéma de 
type fini X et d'une action de G sur X. Soit f : X ^ Y xm morphisme 
dans la catégorie des fc-schémas de type fini provenant d'un morphisme 
fi : Xi ^ Yi dans la catégorie des Aj-schémas. Pour que / ait l'une 
des propriétés suivantes : plat, lisse, affine ou propre, il faut et il suffit 
que fi acquière cette propriété après une extension de scalaires Ai — > Aj 
cf. [271 11.2.6 et 8.10.5]. Il existe donc Ai de type fini sur Z contenu 
dans k, un Aj-schéma de type fini Mi, un Aj-schéma en groupes lisse 
Pi extension d'un schéma abélien par un schéma en groupes affine qui 
agit sur Mj avec stabilisateur affine tel que après l'extension des scalaires 
Ai — >• k, on retrouve la situation de départ. On peut également supposer 
que }ï"'{fi\Qi) sont des systèmes locaux qui permet de ramener l'énoncé 
à démontrer à un point défini sur un corps fini. 

On peut donc supposer que M, P et l'action de P sur M est défini sur 
un corps fini k. Soit A le quotient abélien de P et a : A — » P le quasi- 
relèvement qui définit un relèvement canonique Aq : T-^^{A) — > T^^(M) 
de modules de Tate. On sait déjà que le A^-module qui se déduit du 
Ap-module 0„H"(M) par Aq est un module libre d'après le corollaire 
précédent 17.4.81 
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Démontrons maintenant le même énoncé pour tout relèvement homo- 
logique A. L'espace de tous les relèvements homologiques, pointé par 
Ao, s'identifie au Q^-espace vectoriel Hom(T^^(y4s), T^^(_Rs)) sur lequel 
l'élément de Frobenius a G GaX{k/k) agit avec les valeurs propres ayant 
pour valeur absolue Sur cet espace, l'ensemble des A pour lequel 

la structure de A^^-module sur 0^H"(M) déduite de A est libre forme 
un ouvert Zariski de Hom(T^^(y4s), T^^(iîs)). Cet ouvert est stable sous 
a et contient l'origine Aq. Son complément est un fermé stable sous a 
qui ne contient pas Aq. Puisque a agit avec des valeurs propres de va- 
leur absolue un fermé de Hom(T^^(As), Tq^(_Rs)) stable sous a 
est nécessairement stable sous l'action de (Gm- Le fait que ce fermé ne 
contient pas l'origine Aq implique qu'il est vide. □ 

7.4-10. — Soit maintenant S un schéma strictement hensélien avec un 
morphisme e : S* — Spec(A;) où k est le corps résiduel de S. Notons s le 
point fermé de S. La fibre Kp^s s'identifie alors avec e*Ap. On en déduit 
par adjonction un morphisme 

e*Ap,, ^ A. 

En restreignant le cap-produit 17.4.21 à e*Ap_s, on obtient une fièche 

Ap,. K Mi ^ Ml 

qui définit une action de l'algèbre graduée Ap^^ = 0. A*T^^(Ps)[ï] sur le 

complexe /iQ^. 

En particulier, on a un morphisme 

%(^s)®/!Q,^/!Q,[-l]. 

On en déduit morphisme entre les tronqués pour la t-structure perverse : 

pour tout n ÇLIj. Ceci induit un morphisme entre les faisceaux pervers 
de cohomologie en degrés n et n — 1 

On en déduit une action graduée de l'algèbre graduée Ap^^ sur la somme 
directe ©„î'H"(/!Q,)[-n]. 

7.4-11- — La filtration '^T-^(fiQ^) de /iQ^ définit une suite spectrale 
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équivariante par rapport à l'action de Ap,,. Cette suite spectrale est 
convergente car le complexe /iQ^ est borné. On dispose donc sur la somme 
directe 

Hc(M,) = 0Hf(M.)[-iV] 

N 

d'une filtration décroissante F^Hc^Mg) telle que 

F"^H,(M,)/F™+iHe(M,) = 0i?-'«[-m - n]. 

n 

L'action de Ap ,, sur Hc(Ms) respecte cette filtration. L'action induite sur 
les gradués associés à la filtration F™'Hc(Ms) 

n 

se déduit de son action sur les i?™'" qui à son tour se déduit de l'action 
graduée de Ap,, sur 0^ PH"(/!Q^)[-n]. 

7.4-12. — Soient maintenant 5* un schéma de type fini sur un corps 
fini, P un S-schéma en groupes lisse commutatif de fibres connexes de 
dimension c? et / : M ^ 5 un morphisme propre dont la source M 
est un /c-scliéma lisse. Dans cette situation d'après Deligne, il existe un 
isomorphisme non-canonique 

Cet isomorphisme subsiste quand on restreint à l'hensélisé strict Ss d'un 
point géométrique s de 5* de sorte que les suites spectrales 17.4.111 dégénè- 
rent en E2 c'est-à-dire E^'^ = i?™'". 

7.4-13. — Toujours sous l'hypothèse du numéro précédent, d'après le 
théorème de pureté de Deligne, le faisceau pervers ^H"'(/!(Q^) est pur. 
D'après le théorème de décomposition, sur S <^k k il est isomorphe à 
une somme directe de faisceaux pervers simples. On a une décomposition 
canonique de ^H"(/!Q^) par les supports : il existe une famille finie de 
fermés irréductibles Za de S indexé par a G 21 tels que 

011 K2 est la somme directe des facteurs simples de ^H"(/!Q^) ayant pour 
support le fermé irréductible Za. Nous notons 
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et supposons que 7^ pour tout a G 21. 

Lemme 7.4- 14- — Pour tout a G 21, 2/ existe un ouvert dense Ua de 
Za tel que les propriétés suivantes soient satisfaites : 

- Ua est lisse, 

- pour tout a' G 21 différent de a avec àim.{Zai) < àim.{Za), on a 

Ua n Za' = 0, 

- la restriction de K"^ à Ua est de la forme L^[dim{Ua)] où est un 
système local pur de poids n. Notons La = 0„ L^, 

- la restriction Pa de P à Ua admet un dévissage après un changement 
de base fini radiciel 

1 Ra ^ Pa ^ ^ 1 

comme une extension d'une variété ahélienne par un schéma en groupes 
affine qui induit une suite exacte de module de Tate sur Ua 

^ T^^iRa) - T^^iPa) ^ ^ 0, 

- le module de Tate T-^^{Ra) est un système local. 

Démonstration. — Za étant un A;-schéma irréductible réduit, il contient 
un ouvert dense lisse. Si dim{Za') < dim{Za) ou dim{Za') = dim{Za) 
mais a' ^ a, l'intersection Za^Za' est de dimension plus petite que celle 
de Za- En retranchant ces intersections, il reste un ouvert dense de Za- Il 
n'y a qu'un nombre fini de faisceaux pervers simples présents dans Ka^ 
on peut supposer que tous ces faisceaux pervers sont des systèmes locaux 
avec décalage en rétrécissant encore l'ouvert. 

Le point générique ria de Za n'étant pas nécessairement parfait. On 
peut passer à une extension finie inséparable r/^ pour que P^^ admette 
un dévissage comme une extension d'une variété abélienne par un groupe 
affine. Considérons la normalisation Z'^ de Za dans Vj'^. Prenons l'image 
réciproque Pz'^ de P à Z'^, considérons l'adhérence de la partie affine de 
P^/^ dans Pz'^- Dans un ouvert de Z^, on peut réaliser ainsi P^^ comme 
une extension d'un schéma abélien par un schéma en groupes affines. En 
rétrécissant encore l'ouvert, on peut s'assurer que le module de Tate de 
la partie affine soit un système local. □ 

7.4-15- — Considérons le cap-produit par le module de Tate 17.4.2] 

%(P)®/.Q,-/!QJ-l]. 
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Pour tout n, on dispose d'un morphisme 

Puisque le produit tensoriel T^^(P) (g) ^t-"(/!Q^) appartient à 

le morphisme ci-dessus se factorise par 

® ^r^"(/,Q,) ^ ^r^"((/,Q,)[-l]) 
On en déduit une flèche 

De nouveau parce que %(P) ® ^r^"'i(/!Q^) G pD^^^^H'^, Q^), la flèche 
ci-dessus se factorise par 

T^^(P) ® ^H"(/,Q,)[-n] ^ m"-i(/,^;[-n]. 

Considérons la décomposition par les supports 

aG2l aea 

Pour tout q; G 21, on a donc une flèche canonique 

7.4-16. — Soit Ua l'ouvert dense du fermé Za comme dans l7.4.T^ Pour 
tout a G 2t, choisissons un ouvert de Zariski Va de S Ç!)kk contenant Ua 
comme un sous-schéma fermé. Notons ia '■ Ua —>■ Va l'immersion fermée. 
En restreignant la flèche ci-dessus à l'ouvert Va, on obtient un flèche 

T^^(P) ®î«,L^[dim(f/„)] ia.Ll-'[dim{Ua)]. 

Par la formule de projection, on a 

%(^) ® ^a*Ll = Ï«*(%(P„) ® La) 

011 (Pq) est la restriction de (P) h Ua- En appliquant le foncteur 

ta à 

on obtient un morphisme 

sur Ua- C'est un morphisme entre systèmes locaux sur Ua d'après l'hy- 
pothèse sur Ua cf. 17.4.141 
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7.^.^7. — D'après [Y. 4. 141 on a un dévissage de T^^(Po,) 
^ T^^iR.) - %(Pa) - - 

où (Aq.) est un système local pur de poids —1 et (iî^) est un 
système local pur de poids —2. Puisque est pur de poids n et L'^~^ 
est pur de poids n — 1, l'action de T^^(Pq,) se factorise par T-^^{Aa) 

On a donc muni à la somme directe de systèmes locaux = 0„ n] 
d'une structure de module gradué sur l'algèbre graduée A^^ 

En particulier, pour tout point géométrique de Ua, la fibre est 
un module gradué sur l'algèbre graduée de A^^ 

Lemme 7.4-18. — Soit U un k -schéma connexe. Soit A un système 
local gradué en un nombre fini de degrés négatifs avec = et qui est 
muni d'une structure d'algèbres graduées A® A — > A. Soit L un système 
local gradué muni d'une structure de module gradué 

A (g) L ^ L. 

Supposons qu 'il existe un point géométrique u de U tel que la fibre de 
L en u est un module libre sur la fibre de A en u. Supposons que L 
est semi-simple comme système local gradué. Alors, il existe un système 
local gradué E sur U et un isomorphisme 

L = A®E 

compatible avec la structure de A-modules. 

Démonstration. — Considérons l'idéal d'augmentation de A 

A+ = 0A-[,]. 

î>0 

Considérons le conoyau E de la flèche 

A+ ® L ^ L. 

Puisque L est semi-simple, l'homomorphisme surjectif L ^ E admet un 
relèvement E —>■ L. On va montrer que la flèche induite 

A^E ^ L 
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est un isomorphisme. Puisqu'il s'agit d'une flèche entre systèmes locaux, 
pour vérifier que c'est un isomorphisme, il suffit de vérifier qu'il est un 
isomorphisme dans la fibre en u. Dans l'espace vectoriel L^, est un 
sous-espace vectoriel complémentaire de A+L^. La flèche 

Au®Eu-^ Lu 

est donc surjective d'après le lemme de Nakayama. Elle est bijective car 
Lu étant un A„-module libre, on a l'égalité de dimension 

dini(^^(A„) X dim^^(E„) = dim^^(L„) 

d'oii le lemme. □ 

Proposition 7.4-19. — Soit S un schéma de type fini sur un corps fini 
k. Soit f : X S un morphisme propre de source un k-schéma lisse X . 
Soit g : P S un schéma en groupes commutatif lisse de type fini ayant 
les fibres connexes de dimension d. Supposons que le stabilisateur dans 
P de n'importe quel point de M est affine. Supposons que le module de 
Tate T^^ (P) est polarisable cf. \ 7.1.4\ 

Considérons la décomposition canonique par les supports 



où 21 est un ensemble fini de sous-schémas fermés irréductibles de 
S k et où K2 est la somme directe des facteurs géométriquement 
simples ayant pour support le sous-schéma irréductible Z^. 



Si Ua est un ouvert dense de Z^ comme dans 7.4-14' en particulier tel 
que la restriction de à Ua est un système local décalé de àmi{Za) et 
que la restriction P^ de P à Ua admet un dévissage après un changement 
de base fini radiciel 

1 >■ Ra Pa ^ Aa 1- 

Alors, pour tout point géométrique Ua de Ua, l'espace vectoriel gradué 
La,ua = ©n-^««Q module libre sur l'algèbre graduée A^^^„^. 

Démonstration. — Démontrons la proposition par une récurrence des- 
cendante sur la dimension de Za. Soit ao € 21 l'élément maximal tel que 
Zao soit S®kk tout entier. Soit Ua^ un ouvert dense de S®kk assez petit 
au sens de I7.4.14I On a alors 

^H"(/.Q,)|^„ =L^Jdim(5)] 
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OÙ L^^ est un système local semi-simple sur Ua^- Cette somme directe 
est munie d'une action canonique de A^^ d'après [7.4.17I 

Soit un point géométrique quelconque de Ua^. On a alors un iso- 
morphisme 

n n 

compatible avec l'action de Ap^^^. Par la raison de poids comme dans 
17.4.161 l'action de Ap^^^ se factorise par A^^^^. 

En prenant un point géométrique dessus d'un point à valeur 

dans un corps fini, on dispose alors d'un relèvement canonique Aq : 
%(^«.o) %(^«<^o)- D'aprèsEXa avec ce relèvement e„ H^(M„„J 
est un A^^^^ -module libre. Cette propriété est alors vraie pour n'importe 
quel point géométrique de U^o et pour n'importe quel relèvement. 

Le cas général est démontré essentiellement par la même méthode. On 
utilise la propriété de liberté de la cohomologie de la fibre Mu^ pour 
déduire la liberté du système local gradué comme A^^-module. La 
difficulté est de contrôler le bruit causé par les Ka' avec dim(ZQ,/) > 
dim(ZQ,). Notons que par récurrence, on peut supposer que pour ces a', 
La' est un module libre sur Ka^, ■ 

Prenons un point géométrique Ua de Ua au-dessus d'un point à valeur 
dans un corps fini. Soit Su^ l'hensélisé strict de S" en m^. La construction 
de 17.4. loi s'applique à Su^- On dispose donc d'une action de Ap_„^ sur la 
restriction de /iQ^ à Su^ 

(7.4.20) Ap,,^ M (/-Q^I^J ^ (/iQ^I^J. 

Comme dans l7.4."Tm celle-ci induit une action graduée de de Ap.^^ sur 
la somme directe de faisceaux pervers de cohomologie dont la partie de 
degré —1 s'écrit 

Cette flèche se décompose en somme directe suivant la décomposition 
canonique de ^W{f\<^() et ^H"~^(/!(Q^) par le support 

(7.4.21) T^^(P„J ® Kl,\s. Kl7%^. 
Si a' 7^ a", la flèche induite 
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est nulle car T^^(P„^) C?) K^,\s^ est une extension successive de faisceaux 
pervers simples de support Z^i fl Sa alors que K^û^\s^ est une extension 
successive de faisceaux pervers simples de support Za» H Sa- Ainsi, la 
flèche 17.4.211 est une somme directe des flèches 

(7.4.22) %(i^«J ® K'\s. - K7%^ 

la somme étant étendue tous les a' G 21. L'action graduée de I^p^ua sur 
©a'Ga-^a'Isa se décompose donc en une somme directe de des actions 
graduées de ÎS^p^u^ sur chaque Kai\sa- 

Le point géométrique Ua est au-dessus d'un point m° à valeur dans un 
corps fini. D'après 17.4.71 on a une décomposition canonique en somme 
directe 

grâce à l'action de Gal(MQ,/M° ). On en déduit donc une action de T^^ {A^^) 
sur /iQ^ls, _ _ 

puis une action sur la somme directe des faisceaux pervers de cohomologie 
laquelle se décompose en une somme directe des flèches 
pour a' G 21. 

Proposition 7.4-23. — Pour tout a' ^ a, pour tout entier m, le (Q^- 
espace vectoriel gradué W^{K a' ,ua) est un AA^^^-niodule libre. 

Démonstration. — Si dim(Zo') < dim(Za) avec a' ^ a, alors Kai\sa ^st 
nul de sorte qu'il n'y a rien à démontrer. On peut donc supposer que 
dim(Za/) > dim(ZQ). 

Au-dessus de Ua'-, on a une flèche canonique entre systèmes locaux 
gradués 

Aa^, ® La' La' 

définie dans 17.4.171 D'après l'hypothèse de récurrence, pour tout point 
géométrique de défini sur un corps fini, la fibre de L^/ en Ua' est 
AA^,,u^,-uiodule libre. D'après le théorème de décomposition, La' est un 
système local gradué semi-simple. En appliquant le lemme 17.4.181 on sait 
qu'il existe un système local gradué Ea> sur \Ja> et un isomorphisme 

La' ~ Aa^, ® Ea' 
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en tant que A^^, -modules gradués. 

Sur l'intersection f/^' H Sa on a. encore cette factorisation. Notons ya' 
le point générique de Ua' H Sa et ya' un point géométrique au-dessus de 
ya'- On a alors un isomorphisme de représentations de Gal{ya' / Va') 

La flèche de spécialisation 

est injective et identifie T^^(Pu^) et le sous-espace vectoriel de T-^^{Py^,) 
des vecteurs Gal(|/Q,//î/a')-invariants. Nous avons besoin de l'hypothèse 
TqI{P) est polarisable dans le lemme intermédiaire suivant. 

Lemme 7. 4 •24- — Pour tout relèvement homologique 
l'application 

qui s'en déduit est injective. De plus, il existe un complément de T^^(y4„^) 
dans T-^^{Ay^,) qui est GaA{y a' /ya') -stable. 

Démonstration. — La fièche de spécialisation T^^(P„^) T-^^{Py^,) 
est compatible avec la form alternée de polarisation. N'importe quel 
relèvement homologique T^^(A„^) —> T-^^{Pu^) est compatible avec la 
forme alternée de sorte que l'application T^^(Au^) T^^(Py^,) qui 
s'en déduit l'est aussi. Il s'ensuit que Tq^(Au^) — > T-^^{Ay^,) est injec- 
tive et que l'orthogonal de T-^^{Au^) dans T-^^{Ay^,) est un complément 
Gal(ï/û,//î/Q,/)-stable. □ 

Continuons la démonstration de 17.4.231 La décomposition en somme 
directe 17.4.241 

de représentations de Gal{ya'/ya')- induit un isomorphisme de repré- 
sentations de Gal{ya'/ya') 

OÙ A(f/) = 0j A*(f/)[i]. Ceci imphque une factorisation en produit ten- 
soriel de représentations de Gal{ya'/ya') 

La',y^, = KA^^®K{U)®Ea',y^,. 
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Il existe donc un isomorphisme 

où E'^, est un système local sur Ua' H Sa- Puisque le produit tensoriel 
externe avec A^^^ commute avec le prolongement intermédiaire de Ua' fl 
Sa a Za' Sa Gt avec le foncteur fibre en Uao, la proposition 17.4.2^ s'en 
déduit. □ 

Considérons maintenant la suite spectrale 17.4.111 

^m,n ^ H-(PH"(/,Q,)„J ^ H"^+"(M„J 

qui dégénère en E2 d'après 17.4.121 On obtient ainsi une filtration de 

j 

dont le m-ème gradué est 

n 

Cette filtration est stable sous l'action de A^„ . Son action sur le m-ème 
gradué se déduit de l'action de Aa^^ sur la somme directe 

0^H"(/,Q,)|5<. 

et donc de celle sur les Ka'\sa- Ce m-ème gradué 0^ H'"(pH"(/*Q£)s(,) 
se décompose donc en une somme directe de Aa„^ -modules gradués 

a' 

Pour a' 7^ a, on sait déjà que R^'^Ka'^ua) 6st un A^^^-module libre cf. 
I7.4.23[ Pour a' = a, on a H'"(_ft'„,«c«) = sauf pour m = — dim(ZQ,). On 
obtient ainsi une filtration de H par des sous Aa„^ -modules 

OCH' CH" CH = ^W{MuJ 

j 

tels que H' et H /H" sont des Ayi^^ -modules libres et tel que 

H" /H' = La,uc,- 

D'après [7.4.81 on sait que H est aussi un Ayi„^-module libre. On va en 
déduire que La,ua est aussi un Aa„^ -module libre par une propriété par- 
ticulière de l'anneau Aa„ . 
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Puisque A^^^ est une algèbre locale, tout A^^^-module projectif est 
libre. La suite exacte 

^ H" ^ H ^ H /H" 

avec H et H/ H" libres, implique que H" est aussi libre. 

Notons aussi que A^^^ est une Q^-algèbre de locale dimension finie 
ayant un socle de dimension un. On en déduit que le dual (A^^^ )* de ÎS^Au^ 
en tant que Q^-espaces vectoriels est un Ayi^^ -module libre. Considérons 
la suite exacte duale 

^ {H"/H'y {H"y {H'y o 

où {H"y et {H'y sont des A^^^ -modules libres. Il s'ensuit que {H" /H'y 
est un A^^^-module libre de sorte que H" /H' l'est aussi. □ 

Remarque 7.4-25. — La discussion de ce paragraphe s'étend mot pour 
mot au cas oii P a éventuellement des fibres non connexes. Soit g : P ^ S 
un S*- schéma en groupe lisse de type fini agissant sur un S*- schéma propre 
f : M —> S. Supposons que M est lisse au-dessus du corps de base k. Soit 
ttq[P) le faisceau des composantes connexes des fibres de P. Comme dans 
17.1.121 supposons qu'il existe un groupe fini Hq est un homomorphisme 
surjectif Hq ttq{P). On a alors une décomposition caninque en somme 
directe 

telle que pour tout x G Ho, (x — /t(a;))^ agit trivialement sur 
pour un certain entier N. 

Pour tout /t G IIq, il existe un ensemble fini Sl^ de sous-schémas fermés 
Za de S tel qu'on a des décompositions en somme directe canonique 

OÙ K'^ = ^H"'((/*Q^)k) et iï"" est la somme directe des facteurs simples 
de de support Za- Le lemme 17.4.141 s'applique k Za] en particulier, 
il existe un ouvert dense Ua de Za au-dessus du quel est un système 
local LJJ avec un décalage et la composante neutre P° de P\uc admet un 
quotient abélien après un changement de base radiciel qui fibre par 
fibre est le dévissage de Chevalley. La proposition 17.4.191 s'applique à L" 
c'est-à-dire ^^^a ^st un module libre sur l'algèbre d'homologie de Aa- 
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7.5. Démonstration de l'inégalité d'amplitude. — 17.2.31 est une 

conséquence immédiate de 17.4.191 et de la remarque 17.4.251 

Démonstration. — Soit /î G IIq et a G 21^. Soit un sous-schéma fermé 
irréductible de SÇ^kk correspondant. Comme dans l7.4.T^ il existe un ou- 
vert dense de Ua de Za tel que la restriction de K"^ à Ua est un système 
local avec un décalage et la restriction de P° à Ua admet un quo- 
tient abélien Aa après un changment de base radiciel tel que fibre par 
fibre on trouve le dévissage de Chevalley. D'après 17.4.191 et en tenant 
compte de la remarque 17.4.251 0^ est un module libre sur l'agèbre 
Aa^ des homologies de Aa- Puisque c'est un module non nul, son am- 
plitude est supérieure ou égale à celle de A^^ égale à 2{d — Sa)- On en 
déduit l'inégalité 

amp(a) > 2{d — ôa) 
qu'on voulait. □ 

Remarque 7.5.1. — Notons les résultats de ce paragraphe restent in- 
changés si au lieu de /c-schémas P et M on a des champs de Deligne- 
Mumford. 

7.6. Le cas de la fibration de Hitchin. — Nous allons maintenant 
appliquer le théorème général du support particulier de la fibra- 
tion de Hitchin ou plus précisément à sa partie anisotrope. Il s'agit de 
vérifier que les hypoth'èses de 17.1.181 est bien vérifiées et d'en tirer les 
conséquences. 

Rappelons qu'on a un morphisme propre plat de fibres réduites /^°' : 
jyj-ani _^ j^a.m source d'uu champ de Deligne-Mumford lisse et de but 
un ouvert d'un espace affine standard. On a aussi défini un champs de 
Picard de Deligne-Mumford A"^^' qui agit sur M""^'. D'après l^l4.H 

il existe un ouvert M^'^^'™' de M^"^' au-dessus duquel T^'^^ agit simplement 
transitivement et une section A^'^^ jy[rcg,am sorte qu'on a 

Irr(M'^°Vyi^") = 7ro(M'^"=S'^'^7yi^''') = 7ro(T^'7yi^"). 

En passant à l'ouvert étale A, on a vu qu'il existe un homomorphisme 
surjectif 

d'un faisceau constant fini Ho sur la restriction du faisceau ttqCJ'^'^^ /A^'^^) 
à A'^^\ Pour appliquer 17.1.181 au morphisme 

^ani . jyj-ani ^ yl^'^' 
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il ne reste qu'à vérifier l'assertion suivante. 

Proposition 7.6.1. — Le module de Tate Tq^(T'^°') est polarisable au 
sens de \7.1.4\ 

La démonstration de cette proposition est fondée sur théorie de l'ac- 
couplement de Weil que nous allons rappeler pour la commodité du lec- 
teur. Soit S un schéma local strictement hensélien. Soit c : C ^ S un 
morphisme propre plat de fibres géométriquement réduites de dimension 
un. 

Supponsons que C est connexe. Considérons la factorisation de Stein 
C S' ^ S où C —>■ S' est un morphisme propre de fibres connexes non 
vide et S' S est un morphisme fini. Puisque la fibre spéciale de c est 
réduite, le morphisme S' ^ S est fini et étale. Puisque C est connexe, 
S' l'est aussi. Puisqu'on a supposé que S est stricement hensélien, on a 
alors S' = S. Autrement dit les fibres de c : C — >• 5* sont connexes. 

Considérons le S'-champ d'Artin Picc/5 qui associe à tout 5'-schéma 
Y le groupoide des fibrés inversibles sur C Xs Y. Il est lisse au-dessus 
de S. Considérons sa composante neutre Pic^/5. Pour tout point L E 
P^cx/s(X), pour tout y E Y, on peut définir caractéristique d'Euler- 
Poincaré Xy{L) de la restriction de L à Cy. Si Y est connexe, cet entier 
est indépendant de y et nous le notons x{L). Si L G Pic^/^, on a x{L) = 
X{0c). 

Pour tout couple de L, L' G Pic^/^., nous définissions leur accouplement 
de Weil par la formule 

{L, L')c/s = det(Rc,(L ® L')) ® det(Rc,L)®-^ 

(g)det(Rc,L')®~^ ® det(Rc*Oc) 

en utilisant le déterminant de cohomologie. Si t est un automorphisme 
de L qui est alors un scalaire, t agit sur det(-Rc,,L) par le scalaire t^^^\ 
En utilisant les égalités 

xiL®L') = xiL) = xiL') = x{Oc) 

pour L,L' E Ficx/Si on vérifie que pour tout couple de scalaires {t,t') 
l'action de t sur L et l'action de t' sur L' induisent l'identité sur (L, L')c/s- 
Si est un entier inversible sur S" et L est un fibré inversible muni 
d'un isomorphisme '■ L®^ — > 0^, on a un isomorphisme 
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Si en plus L' est aussi muni d'un isomorphisme i^,/ : L'®^ — > 0^, on a 
autre isomorphisme {L,L')^^g — O5. La différence de ces deux isomor- 

pliismes définit une iV-ème racine d'unité. Cette racine ne dépend que 
des classes d'isomorphisme de L et de L' en vertu de la discussion sur 
l'effet des scalaires. 

Supposons maintenant que C est un courbe projective connexe sur 
un corps algébriquement clos k. Le champ Pic^ est alors le quotient 
d'un fc-groupe algébrique commutative connexe Jac^ par Gm agissant 
trivialement. La construction ci-dessus définit une forme alternée 

T^^(Jacc) X T^^(Jacc) Q,(-l) 

qui est non-dégénérée lorsque C est lisse. Pour terminer cette digression, 
il reste à considérer le comportement de l'accouplement de Weil vis-à-vis 
de la normalisation. 

Lemme 7.6.2. — Soit C une courbe projective réduite sur un corps 
algébriquement clos k. Soit C'^ sa normalisation et ^ : ^ C le mor- 
phisme de normalisation. Soient L, L' deux fibres inversibles sur C. On 
a alors un isomorphisme canonique de k- espaces vectoriels de dimension 
un 

{L,L')c^{CL,CL')c^. 

Démonstration. — On a une suite exacte 

— > Oc — > ^*0c^ — > P — > 

oià V est un Oc-modules fini supporté par une collection finie de points 
{ci, . . . , c„} de C. Notons Vi le facteur direct de V supporté par Cj et 
di sa longueur. La multiplicativité du déterminant nous fournit alors un 
isomorphisme 

r 

det(ctOcO = det(c*C*Ocb) = det(c,Oc) ® (g) A*Pi 

i=l 

OÙ on a noté c : C ^ Spec(A;) et c'' : — > Spec(A;) les morphismes 

structuraux. 

Soit L un fibré inversible sur C. En utilisant la formule de produit 
.Ç*Ç*L = (Ç*0) ® L, on obtient la formule 

r 

det(ciCL) = det(c,L) (g) (g) A^P^) 

i=l 
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OÙ Le- est la fibre de L en Ci. En appliquant cette formule à L ® L', L et 
à L', on obtient le lemme. □ 

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 17.6. 1[ 

Démonstration. — Rappelons que pour tout point a G A"^ , Ta est le 
champ de Picard des J^-torseurs sur X. Soit tt^ : — > X le revêtement 
camérale associée à a. D'après la description galoisienne du centralisateur 
régulier, on a un liomomorphisme de faisceaux en groupes cf. 12.4.21 

OÙ T est le tore maximal de G dans l'épinglage fixé. En considérant un 
déploiement Xp X de G, on obtient un revêtement fini étale Xp ^ — 
Xa par changement de base. Notons vTpa : Xp^ ^ X le morphisme 
composé. On a donc un homomorphisme 

OÙ T est un tor déployé. La donnée d'un point de ^"-torsion de 7 a induit 
donc un point de torsion de Pic^^^ ^ ® X=k(T). En choisissant une forme 

symétrique invariante sur X*(T) ® et en utilisant l'accouplement de 
Weil sur Pic'^ , on obtient une forme alternée 

%(ya)®%(ya)^Q£(-l)- 

Il reste à démontrer qu'en chaque point géométrique a, cette forme sym- 
plectique est nulle sur la partie affine de T£(J'a) et induit un accouplement 
non dégénérée sur sa partie abélienne. Ceci se déduit du lemme 17.6.21 □ 

7.6.3. — On peut maintenant appliquer 17.1.181 car toutes ses trois hy- 
pothèses ont été vérifées. On ne peut pas toutefois tirer immédiatement 
une conclusion tangible car il rne s'applique qu'aux sous-schémas fermés 
irréductibles Z vérifiant l'inégalité 

codim(Z) > 5z- 

Nous conjecturons que est 5-régulier au sens de 17.1.31 ce qui revient 
à dire que l'inégahté ci-dessus est satisfaite pour n'importe quel sous- 
schéma fermé irréductible Z de ^1^"^'. Cette conjecture est connue en 
caractéristique 0. En caractéristique p, on devra se contenter de l'énoncé 
plus faible lïïX^ 
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7.6.4- — Soit ô}l'^{D) le plus petit entier tel que 
codimyi^(yi^ ,5W(o)) < ô'^^'^iD). 

Si cet entier n'existe pas, on pose ô^'^{D) = oo. Notons A^'^ la réunion 
de toutes les strates Ah,5h à 5 h constant avec 5 h > '^h'^(-D). C'est un 
sous-schéma fermé de qui est éventuellement vide. D'après 15.4.21 
l'entier 5^{D) tend vers l'infini quand deg(D) tend vers l'infini. 

Lemme 7. 6. 5. — Soit Z un sous-schéma fermé irréductible de Ah qui 
n'est pas contenu dans A^'^. Alors on a 

codimy[^(Z) > Ôh,z et codimy(^(2') > ôz 

où Ôh.z Gst la valeur minimale de la fonction Ôh '■ Z{k) —>■ ¥i et où Sz 
est la valeur minimale de la fonction ô : Z{k) N. 

Démonstration. — Puisque Z est irréductible, il est contenu dans l'adhé- 
rence de la strate à 5iy-constant Ah,Sh z ■ Comme Z n'est pas contenu dans 
Àf^, on a 5h,z < Ôh^'^{D). Il résulte de la définition de que 

On en déduit la même inégalité pour codimy[^(Z). L'inégalité portant 
sur codim^(Z) s'en déduit car d'après [4. 15.31 et 14.15.1^ la fonction 

Ô-Ôh: Z{k) N 
est constante de valeur égale à dim(yi) — dim(yijï). □ 

Maintenant. I7.1.T81 implique l'énoncé suivant. 
Théorème 7. 6. 6. — Soit K un facteur géométriquement simple de 

n 

Supposons que le support de K est contenu dans Ah mais n'est pas 
contenu dans A^^'^. Alors il est égal à Ah- 

Cet énoncé n'est pas aussi joli qu'on voudrait à cause de la présence 
du fantomatique ^1^*^. Il suffit néanmoins pour démontrer le lemme fon- 
damental avec l'aide de 15.4.21 
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8. Comptage de points 

Dans ce dernier chapitre, nous complétons la démonstration du théo- 
rème de stabilisation géométrique 16.4.31 ainsi que celle des conjectures 
de Langlands-Shelstad 11.11.11 et de Waldspuger 11.12.71 en s'appuyant le 
théorème 17.6.61 

La démonstration est fondée sur le principe suivant. Soit Ki, K2 deux 
complexes purs sur un fc-schéma de type fini S irréductible. Supposons 
que tout faisceau pervers géométriquement simples présent dans Ki ou 
K2 a pour support S tout entier, alors pour démontrer que Ki et K2 ont 
la même classe dans le groupe de Grothendieck, il suffit de démontrer 
qu'il existe un ouvert dense U àe S aussi petit que l'on veut, tel que 
pour toute extension finie k' de k, pour tout u G U{k'), les traces du 
Frobenius cr^i de k' sur Ki u et K2^u sont égales. L'égalité dans le groupe 
de Grothendieck implique qu'on ait la même égalité mais pour tout point 
s e S{k'). Le comptage de points dans une fibre au-dessus d'un point d'un 
petit ouvert U devrait être beaucoup plus agréable que dans une fibre 
quelconque ce qui fait la force du théorème du support. 

On va donc compter le nombre tlMa(fc) des /c-points dans une fibre de 
Hitchin anisotrope. Plus précisément, on veut une formule pour la par- 
tie stable tlMa(A;)st. La formule de produit [4.13.11 permet d'exprimer ce 
nombre comme un produit du nombre ]^7Kk) des A;-points de la com- 
posante neutre de "S'a et des nombres de points dans des quotients de 
fibres de Springer affine cf. 18. 4[ Pour ces quotients des fibres de Sprin- 
ger affines, un comptage plus ou moins direct donne comme résultat une 
intégale orbitale stable cf. 18. 2[ On a aussi la variante du comptage avec 
une K-pondération qui donne lieu aux K-intégrales orbitales. A chaque 
fois, il s'agit du comptage de points d'un champ d'Artin de la forme 
[M/P] on M est un /c-schéma et 011 P est un fc-groupe algébrique agis- 
sant sur M. Ce formalisme est rappelé dans 18.11 en même temps qu'une 
formule des points fixes ad hoc qui a été démontrée dans l'appendice A. 3 
de 

Pour a e A^{k), les quotients des fibres de Springer affines sont tous 
triviaux de sorte que ttMa(fc)st est égal au nombre tlî'al^) où est es- 
sentiellement une variété abélienne. Ceci permet de démontrer l'égalité 
les nombres tlMi,a(^)st et tl^2,a(fc)st pour a G A^{k) associés à deux 
groupes Gi et G2 ayant des données radicielles isogènes. Le théorème de 
support [7. 1.181 permet de prolonger l'identité à a G (yi^"^' — A^^'^){k). On 
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obtient ainsi assez de points globaux pour obtenir toutes les intégrales or- 
bitales stables locales en faisant tendre deg{D) vers l'infini. On démontre 
ainsi le lemme fondamental non standard conjecturé par Waldspurger cf. 
I8.8[ En renversant l'argument global-local, on peut prolonger l'identité 
mi,a{k)st = m2Ak)st à tout a G A^'^'ik). 

La démonstration de la conjecture de Langlands-Shelstad suit essentiel- 
lement la même stratégie avec un peu plus de difficultés techiniques. Pour 
c^H G '^^(^); les intégrales orbitales stables locales de an sont triviales 
mais les K-intégrales orbitales locales dans G du point a correspondant 
ne le sont pas nécessairement. Toutefois, en rétrécissant encore plus A%, 
on peut supposer que ces K-intégrales orbitales locales non triviales sont 
aussi simples que possibles. Le calcul de ces intégrales locales simples est 
bien connu et se ramène au cas SL(2) traité par Labesse et Langlands. On 
le reprend dans 18.31 En combinant ce calcul avec le théorème du support 
17.1.181 on obtient lia partie du théorème de stabilsation géométrique sur 
l'ouvert — A^'^ cf. 18. 5[ De nouveau, en faisant tendre deg(D) vers 
l'infini, on obtient toutes les intégrales orbitales locales et démontre ainsi 
le lemme fondamental cf. 18.61 En renversant l'argument global-local, on 
en déduit tout le théorème de stabilisation géométrique. 

8.1. Remarques générales sur le comptage. — Nous allons fixer 
dans ce paragraphe un cadre pour les différents problèmes de comptage 
que nous devrons résoudre dans la suite. Nous allons aussi préciser les 
abus de notations que nous allons pratiquer systématiquement dans ce 
chapitre. Dans ce paragraphe et contrairement au reste de l'article, la 
lettre X ne désigne pas nécessairement une courbe. 

8.1.1. — Si M est un /c-schéma de type fini. D'après la formule de traces 
de Grothendieck-Lefschetz, le nombre de /c-points de M peut être calculé 
comme une somme alternée de traces de l'élément de Frobenius a G 
Ga\{k/k) 

ttM(fc)=5](-irtr(a,H^(M)) 

n 

oii H" (M) désigne le n-ème groupe de cohomologie à support compact 
H^(M ®k Â;,Q^) de M®fc k. 

Nous aurons besoin d'une variante de cette formule des traces dans le 
contexte suivant. Soit M un fc-schéma de type fini ou plus généralement 
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un champ de Deligne-Mumford de type fini, muni d'une action d'un k- 
groupe algébrique commutatif de type fini P. Nous voulons relier la trace 
de a sur une partie de la cohomologie à support de M avec le nombre de 
points du quotient X = [M/ P] et le nombre de points de la composante 
neutre de P. C'est le contenu de l'appendice A. 3 de \52\ que nous allons 
maintenant rappeler et généraliser légèrement. 

8.1.2. — Soit donc X = [M/P] comme ci-dessus. On va écrire X pour 
le groupoïde X(k), M pour l'ensemble M{k) et P pour le groupe P(k). 
Par définition l'ensemble des objets de X = [M/P] est l'ensemble M. Soit 
mi,m2 G M. Alors l'ensemble des fièches Homx(^i, '012) est le transpor- 
teur 



La règle de composition des flèches se déduit de la multiplication dans le 
groupe P. 

8.1.3. — L'action de l'élément de Frobenius a G Gal(A;/A;) sur M et P 
induit une action sur le groupoïde X = [M/P]. Le groupoïde X{k) des 
points fixes sous l'action de a est par définition la catégorie dont 

- les objets sont les couples {m,p) où. m E M et p E P tels que 
pa{m) = m ; 

- une flèche h : {m.,p) {m'jp') dans X{k) est un élément h E P tel 
que hm = m' et p' = hpa{h)~^. 

La catégorie X{k) a un nombre fini de classes d'isomorphisme d'objets 
et chaque objet a un nombre fini d'automorphismes. On s'intéresse à la 
somme 



011 X parcourt un ensemble de représentants des classes d'isomorphisme 
des objets de X{k). 

8.1.4- — Soit X = [M/P] comme ci-dessus et soit x = {m,p) un objet 
de X{k). Par définition des flèches dans X{k), la classe de a-conjugaison 
de p ne dépend que de la classe d'isomorphisme de x. Puisque P est 
un fc-groupe de type fini, le groupe des classes de cx-conjugaison de P 
s'identifie canoniquement à H^(/c,P). Notons cl(a;) G B.^{k,P) la classe 
de cr-conjugaison de p qui ne dépend que de la classe d'isomorphisme 
de X. D'après un théorème de Lang, H^(fc,P) s'identifie à H^(fc,7ro(P)) 
011 vro(P) désigne le groupe des composantes connexes de P Ç^kk qui est 



}îomx{mi,m2) = {p G P\pmi = 1712}. 
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donc un groupe fini commutatif muni d'une action de o. Ainsi, pour tout 
caractère cr-invariant k : 7ro(P) — > , pour tout objet x G X(k), on 
peut définir un accouplement 



qui ne dépend que de la classe d'isomorphisme de x. On peut donc définir 
le nombre de points de X{}i) avec la ^-pondération 



oii X parcourt un ensemble de représentants des classes d'isomorphisme 
des objets de Xik). 

8.1.5. — Le groupe P agit sur les groupes de cohomologie H" (M) à 
travers son groupe des composantes connexes vro(P) d'après le lemme 
d'homotopie. On peut former le sous-espace propre H"(M)«; de H"(M) 
de valeur propre k. Puisque n est a-invariant, a agit sur H"(M)k. 

On a la variante suivante de la formule des traces de Grothendieck- 
Lefschetz démontrée dans l'appendice A. 3 de [5^. 

Proposition 8.1.6. — Soient M un k-schéma de type fini, P un k- 
groupe de type fini agissant sur M et X = [M/P]. Alors la catégorie 
X[k) a un nombre fini de classes d'isomorphisme d'objets et chaque objet 
a un nombre fini d'automorphismes. Pour tout k : 7ro(P) — > Q^^ un 
caractère a-invariant, le nombre ^X{k)K. a l'interprétation cohomologique 
suivante : 



où P la composante neutre de P. 

Nous envoyons à |52l A. 3.1] pour la démonstration. On peut considérer 
deux exemples instructifs qui expliquent pourquoi il faut séparer le rôle 
de P° de 7ro(P). 

Exemple 8.1.7. — Supposons que M = Spec(/c) et que P est un 
groupe fini sur lequel a agit. Soit X = [M/P] le classifiant de P. Alors 



(cl(x), k) 



k(c1(x)) g Q, 





H P'mX{k)^ = 5^(-l)"tr(a, H^(M).) 



n 
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les objets de la catégorie X{k) sont les éléments p e P alors que les 
flèches p ^ p' sont les éléments h e P tels que p' — hpa{h)~^. On a alors 

ilP 

Par ailleurs, pour tout caractère u-invariant k : P — > Q^^ non trivial, on 
attX(A;)« = 0. 

Exemple 8.1.8. — Si M ^ Spec{k) et P = Soit X = [M/P] 
le classifiant de (Gm- Les objets de X[k) sont de nouveau les éléments 
p E P alors que les flèches p ^ p' sont les éléments h & P tels que 
p' = hpa{h)~^. D'après Lang, tous les éléments de k^ sont cr-conjugués 
de sorte qu'il n'y a qu'une seule classe d'isomorphisme d'objets dans 
X{k). Le groupe des automorphisme de chaque objet de X{k) est k^ et 
a donc q — 1 éléments. On a donc '^X{k) — {q — 

Pour étudier le comptage des points dans les flbres de Springer affines, 
nous avons besoin d'une variante de la discussion précédente pour le cas 
oii M et P sont localement de type flni et oii [M/P] a une propriété de 
flnitude raisonnable. 

Soient M un /c-schéma localement de type flni et P un /c-groupe com- 
mutatif localement de type flni agissant sur M. Pour que le quotient 
[M/P] soit raisonnablement flni, nous faisons en plus les hypothèses sui- 
vantes. 

Hypothèse 8.1.9. — (1) Le groupe des composantes connexes 
7ro(P) est un groupe abélien de type flni. 

(2) Le stabilisateur dans P de chaque point de M est un sous-groupe 
de type flni. 

(3) Il existe un sous-groupe discret sans torsion A C P tel que P/A et 
M/A sont de type flni. 

La dernière hypothèse nécessite d'être commentée. Puisque le groupe A 
est sans torsion, il agit sans points flxes sur M puisque les stabilisateurs 
dans P de n'importe quel point de M est de type flni et en particulier 
ont une intersection triviale avec A. De plus, si l'hypothèse est vériflée, 
elle est vériflée pour n'importe quel sous-group A' C A d'indice flnie et 
(T-invariant. 

8.1.10. — Il faut aussi expliquer comment construire un sous-groupe 
discret sans torsion A de P tel que P/A soit de type flni. Le groupe P 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 



159 



admet un dévissage canonique 

1 ^ ptf ^ P ^ 7ro(P)^^^ ^ 

où 7ro(P)''^ est le quotient libre maximal de vro(P) et oii P*^ est le sous- 
groupe de type fini maximal de P. Puisque 7ro(P)^''^ est un groupe abélien 
libre, il existe un relèvement 

7 : 7ro(P)''^ ^ P 

qui n'est pas nécessairement a-équivariant. Puisque P*^ est un /c-groupe 
de type fini, la restriction de 7 à A = A^7ro(P)'''^ pour N assez divisible 
est cr-équi variant. On obtient ainsi un sous- groupe discret sans torsion 
P. L'hypothèse (3) est équivalente à ce que le quotient de M par ce 
sous- groupe discret sans torsion est un /c-schéma de type fini. 

8.1.11. — Considérons le quotient X = [M/P]. Le groupoïde X{k) des 
points fixes sous a a pour objet les couples x = {m,p) avec m G M 
et p e P tels que pa{m) — m. Une flèche h : {m,p) — > {m',p') est un 
élément h & P tel que hm — m' et p' = hpa{h)~^. Soit P„ le groupe des 
classes de cr- conjugaison dans P. La classe de cr-conjugaison de p définit 
un élément cl(a;) G P^ qui ne dépend que de la classe d'isomorphisme de 
X. Puisque m est défini sur une extension finie de A;, cl(a;) appartient au 
sous- groupe 

d{x) e H^(A;,P) 
qui est la partie torsion de P^. 

Lemme 8.1.12. — Tout caractère k : H^(A;,P) Q^^ peut s'étendre 
en un caractère d'ordre fini : P^- ^ Q^^. 

Démonstration. — Soit P° le groupe des composantes neutres de P. 
D'après le théorème de Lang, tout élément de P^ est a-conjugué à l'unité. 
Il s'en suit que l'application P^ ttq{P)„ de P„ sur le groupe des 
classes de cr-conjugaison de ttq{P) est un isomorphisme. Les caractères k : 

Pa ^ sont donc les Q^-points du Q^-groupe diagonalisable de type 
fini (7ro(P)o-)* = Spec(Q£[7ro(P)CT]). Les caractères k, : }i^{k,P) — >• 
forment le groupe 7ro((7ro(P)CT)*) des composantes connexes de (7ro(P)cr)*- 
Tout élément k G 7ro{{7ro{P)a)*) peut se relever en un élément de torsion 
K e (7ro(P),)*. □ 
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Le quotient X = [M/P] est clairement équivalent à [{M / A) / {P / A)] oii 
M/A et P/A sont de type fini. En particulier, l'ensemble des classes d'iso- 
morphisme des objets de X{k) est fini et le groupe des automorphismes 

de chaque objet est fini. Pour tout caractère k : îV-{k,P) Qe^ , on 
peut donc former la somme finie 

^^ ^^^ lÂ^- 

Soit K : P ^ (Q^^ un caractère cr-invariant d'ordre fini qui représente k. 
On peut alors choisir un sous-groupe discret A C P tel que la condition 
(3) de l8.1.9l soit vérifiée et telle que la restriction /t à A est triviale. Notons 
encore par k le caractère de P/A qui s'en déduit. Notons H"(M/A)s le 
sous-espace propre de H" (M/ A) de valeur propre k. L'énoncé suivant est 
un corollaire immédiat de 18.1.61 

Proposition 8.1.13. — On a la formule 

iP\mX{k). = 5^(-l)"tr(c^,H^(M/A),). 

n 

De plus, si A' G A est un sous-groupe de rang maximal et a-invariant 
alors on a un isomorphisme canonique 

H^(M/A'),^H^(M/A), 

pour chaque entier n. 

Démonstration. — Notons A est un sous-groupe sans torsion de P de 
sorte que l'intersection de A avec la composante neutre P° est triviale. 
Par conséquent, l'homomorphisme P^ ^ P/A induit un isomorphisme 
de P° sur la composante neutre de P/A. En comparant avec 18.1^ on 
obtient la formule qu'on voulait. □ 

En pratique, cette proposition est utile pour comparer et pour contrôler 
la variation de la somme tlX(fc% quand on prend les points à valeurs 
dans une extension finie k' de k variable. Soit m = deg(fc'//c). Pour toute 
classe d'isomorphisme x' de X{k'), on a une classe de cr™'-conjugaison 
dans P. Puisque k : P ^ (Q^^ est cr-invariant, il est à plus forte raison 

cr™-invariant de sorte qu'on peut définir l'accouplement (cl(x), k) G Q^^- 
On a alors la formule 

^P\k')^X{k'), = J](-l)"tr(o-"^,H^(M/A),). 
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Corollaire 8.I.I4. — Soit X = [M/P] et X' = [M'/P'] comme ci- 
dessus. Soient k : P ^ et k' : P' ^ deux caractères a- 
invariants d'ordre fini. Supposons qu'il existe un entier m tel que pour 
toute extension k'/k de degré m' >m, on a 

^P\k')^X{k'),^^P'\k')^X'{k'),.. 

Alors, on a l'égalité 

^P%k)U{k),^^P'\k)W{k),,. 

Nous allons maintenant étudier deux exemples jumeaux qui sont parmi 
les fibres de Springer affines les plus simples. Dans ces cas, on peut cal- 
culer directement les nombres '^X{k)^;^. 

Exemple 8.1.15. — Soient A un tore déployé de dimension un sur k 
et X*(^) son groupe des cocaractères. Considérons une extension 

A^ P ^ X*(A) 1. 

Le faisceau RHom(X*(74), A) est concentré en degré avec 

Hom(X*(A),>l) = <Gm. 

Puisque H^(/c, (G^) — 0, on peut scinder la suite exacte ci-dessus et en 
particulier, il existe un isomorphisme 

P^Ax X*(A). 

Dans les deux cas, on a un isomorphisme P — x Z sur k. 

Considérons la chaîne infinie de obtenue à partir de la réunion 
disjoints |J- où P^' désigne la i-hmc copie de P^, en recollant le point 
infini ooi de P^^ avec le point zéro Oj+i de P^+i. Le groupe G^ x Z agit sur 
LJ^ Pf de façon compatible avec le recollement de sorte qu'il agit encore 
sur la chaîne. 

Considérons un fc-schcma M muni d'une action de P tel qu'après le 
changement de base a, k, M est isomorphe à la chaîne infinie de P^ 
muni de l'action de G^, x Z comme ci-dessus. On a en particulier une 
stratification M — MiU Mq où Mi est un torseur sous P et oià Mq est 
un torseur sous le groupe discret X*(74). Le groupoïdc X = [M/P] a 
essentiellement deux objets xi et xq avec Aut(xi) = ^4 et Aut(a;o) trivial. 
On a aussi deux classes de cohomologie 

cli,clo e E\k,P) = }î\k,X,{A)). 

Il y a exactement trois possibilités pour ces classes. 
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(1) Si A = Gm alors X*(74) = Dans ce cas, on a l'annulation de 
H^(A;, X*(A)). On a alors la formule 

^X{k) = l + ^^^ 
q-1 q-1 

qu'il est plus agréable de retenir sous la forme 

^A{mX{k)^q. 

(2) Si A est le tore de dimension un non déployé sur k ayant donc 
q + 1 points à valeurs dans k. Dans ce cas X*(A) est le groupe Z muni de 
l'action de a donnée par m h- > —m. Dans ce cas, le groupe H^(A;, X*(yl)) 
a deux éléments et ses éléments peuvent décrits explicitement comme 
suit. Un X*(^)-torseur E est un espace principal homogène E sous Z 
muni d'une application a : E ^ E compatible avec l'action de a sur Z 
donnée ci-dessus. Pour tout e G E, la différence a(e) — e est un entier 
dont la parité est indépendante du choix de e. Si a{e) — e est pair, cl(£') 
est l'élément trivial de Y{^{k,lL^{A)). Si a{e) — e est impair, c\{E) est 
l'élément non trivial de YV-{k,lL^,{A)). 

Supposons maintenant que cli = 0. Alors, il existe exactement une 
copie dans la chaîne infinie stable sous a. Puisque A est le tore non- 
déployé, (7 échange nécessairment Oj et ooj. Il s'ensuit que cIq ^ 0. 

Si K : H^(A;,X*(A)) — > Q^^ est le caractère non-trivial, on a alors la 
formule 

mk)^^l-^ = ^ 
q+1 q+1 

qu'il est plus agréable de retenir sous la forme 

U{k)^X{k),^q. 

(3) Supposons toujours que A est le tore non-déployé mais considérons 
le cas oià cli 7^ 0. 11 existe alors deux copies P] et échangées par a 
de sorte que dans la chaîne infinie M, le point commun oOi — Oj+i est 
cr-invariant. Il en résulte que cli = 0. On a alors la formule 

^AiknX{k)^ = -q 

où K : }i^{k, 1L^{A)) est le caractère non-trivial. 

En supposant que Mi un fc-point, on a cli = de sorte que la troisième 
possibilité est exclue. Avec cette hypothèse, on constate que la formule 

^A{knX{k)^^q 

est alors valide. 



LE LEMME FONDAMENTAL POUR LES ALGÈBRES DE LIE 163 

8.2. Comptage dans une fibre de Springer affine. — Dans ce pa- 
ragraphe, nous étudions le comptage de points dans une fibre de Springer 
en suivant essentiellement [24!, §15] affine mais avec le langage développé 
dans le paragraphe précédent. Comme dans le paragraphe précédent, la 
notation x G X signifiera x G X{k). Lorsqu'il s'agit de coefficients autres 
que fc, on le précisera. 

Soit V G |X| un point fermé de X. Soient la complétion du corps 
des fractions rationnelles F par la topologie f-adique et 0^ l'anneau 
des entiers de F^, le corps résiduel. On note Xy = Spec(O^) et X* = 
Spec(F^). Soit F„ la complétion w-adique de F = F^kk. Soit 0^ l'anneau 
des entiers de F^. 

8.2.1. — Soit a G c^iOv) un X^-point de c dont la fibre générique est 
semi-simple et régulière. La fibre de Springer affine réduite M^^'^(a) est 
un fc-schéma localement de type fini dont l'ensemble des fc-points est 

M:\a) = {ge G'(F,)/G(Ô,)|ad(^7)-So G g(Ô.)} 

oii 7o = e(a) est la section de Kostant au point a. Puisque que les nilpo- 
tents ne jouent aucun rôle dans la discussion qui va suivre, on va écrire 
simplement Mi,(a) à la place de M^'^'^(a). 

8.2.2. — Soit Ja = a*J l'image inverse du centralisateur régulier. Soit 
un Xj^-schéma en groupes lisse de fibres connexes muni d'un homo- 

morphisme Ja qui induit un isomorphisme sur la fibre générique. 

En particulier, peut être le schéma en groupes J° des composantes 
neutres de Ja mais il sera plus souple pour les applications de considérer 
général. 

8.2.3. — Considérons le /c-schéma en groupes localement de type fini 
'y^^'^{J'a) dont l'ensemble des fc-points est 

y':Va) = Jam/J'a{Ov). 

De nouveau, on va écrire simplement pour '^^^'^{Ja) car les nilpo- 

tents ne jouent pas de rôle dans la discussion qui suit. L'homomorphisme 
Ja induit un homomorphisme 

qui induit une action de sur M^,(a). D'après [3.4.11 cette action 

vérifie l'hypothèse 18.1.91 de sorte qu'on peut envisager le nombre de 
/c-points du quotient [M^(a)/!Pt,(J^)] ainsi que la variante avec une k- 
pondération. D'après 18.1.131 on sait que ce sont des nombres finis qui 
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ont une interprétation cohomologique. Dans ce paragraphe, nous nous 
intéressons à la question d'exprimer ces nombres en termes d'intégrales 
orbitales stables et de K-intégrales orbitales. 

Commençons par comparer les k qui apparaissent dans le problème de 
comptage 18.11 et ceux qui apparaissent dans la définition des K-intégrales 
orbitales 11.71 

Lemme 8.2.4- — Supposons que la fibre spéciale de J'^ est connexe. Il 
existe un isomorphisme canonique 

Démonstration. — D'après un théorème de Steinberg, B.^{Fy, Ja) = 0. Il 
s'ensuit que 

ïi\F,, Ja) = li\G^lCk/k), Ja{F,)). 

D'après un théorème de Lang, on a l'annulation H^(/c, J^(O^)) = car 
J'a est un schéma en groupes lisse de fibres connexes. Le lemme s'en 
déduit. □ 

Proposition 8.2.5. — Supposons la fibre spéciale de J'^ connexe. Soit 
K : îV-{Fv,Ja) un caractère et k : H^(/i;, !P^( J^)) Q^^ le ca- 

ractère qui s'en déduit. Le nombre de k-points avec la n-pondération de 
[Mt,(a)/yt,( J^)] peut alors s'exprimer comme suit 

«[M,(a)/y,(j:)](A;). = vol(j:(0,),dt,)O:(lg„,dtJ. 

où Ig^ est la fonction caractéristique de 0(O„) et où dt^ est n'importe 
quelle mesure de Haar de Ja{Fy). 

Démonstration. — Rappelons la description de la catégorie 

[M,{a)/?,{J'Mk). 

Un objet de cette catégorie consiste en un couple x = {jn,p) formé d'un 
élément m G Mi,(a) et d'un élément p G 7y{J'a) tels qu'on ait l'égalité 
pa{m) = m. Une fièche de {m,p) dans {m',p') dans cette catégorie 
consiste en un élément h G tel que m' = hm et p' = hpa{h)~^. 

Notons ^^,(7^)0- le groupe des classes de a-conjugaison de 7*1, (J^) et 
H^(fc, [Pt,( J^)) le sous-groupe des cocycles continus. Pour chaque objet 
x = {m,p) comme ci-dessus, on définit cl(x) G 'J'y{J'^)„ la classe de a- 
conjugaison de p qui appartient en fait au sous-groupe 

d{x) eïl\k,%{J'J) = ï{\F,,Ja). 
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Soit 7o l'image de a dans q par la section de Kostant. On a un isomor- 
phisme canonique Ja = /70 c/. 11.4.31 si bien que cl(x) peut aussi être vu 
comme un élément de H^(F^,, J^^). 

Lemme 8.2.6. — Pour tout objet x de [Mt,(a)/y„( J^)](A;), la classe 
c\{x) appartient au noyau de rhomomorphisme 

Démonstration. — Soit x = (p, m) comme ci-dessus. Soient g G G{Fy) 
un représentant de m G G{Fy) /GiO^) et j G Iyf^{Fy) un représentant de 
p. L'égalité pa{m) = m implique que 

si bien que cet élément est a-conjugué à l'élément neutre dans G{Fy). 
Ainsi cl(a;) G H^(Ft,,/^Q) a une image triviale dans }î^{Fy,G). □ 

Continuons la démonstration de I8.2.5[ Pour tout élément ^ dans le 
noyau de H^(F„, J^q) B.^{Fy,G), considérons la sous-catégorie 

des objets de [M„(a)/Tt,(J^)](A;) tels que cl(x) = ^. Nous nous propo- 
sons d'écrire le nombre de classes d'isomorphisme de [Mv{a) /'J'y{J'g)]^{k) 
comme une intégrale orbitale. 

Fixons G J^(,(F^) dans la classe de cr-conjugaison ^. Soit {jn,p) 
un objet de [M^(a)/yt,(J^)]ç(/c). Puisque p est cr-conjugué à dans 
y^(J^), il existe h G y^i^J'^) tel que jç = h~^pa{h). Alors {m,p) est 
isomorphe à [h^^m,]^). Par conséquent, la catégorie \Mv{a) /7v{J'^)\^{k) 
est équivalente à la sous-catégorie pleine formée des objets de la forme 
{m^i^). Une flèche {m,j^) — >• {m',j^) est un élément h G 7v{J'^){k) tel 
que hm = m'. Puisque a des fibres connexes, on a 

?Mik) = UF,)/uo.). 

Soit {m,j^) comme ci-dessus. Choisissons un représentant g G G{Fy) 
de m. On a alors g~^j(Cr{g) G (j(Ô^). Comme tous les éléments de G{Ôy) 
sont (T-conjugués à l'élément neutre, on peut choisir g avec m = gG{Ôy) 
tel que 

Soient g, g' G G{Fy) deux éléments vérifiant l'équation ci-dessus et repré- 
sentant la même classe m G G{Fy)/G{Oy). Alors g' = gk avec k G 
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G (Ou) si bien que l'image de g dans G{Fy)/G{0.^,) est bien déterminée 
par (m,jç). 

Ainsi la catégorie [Mî,(a)/yî,( J^)]ç(A;) est équivalente à la catégorie 
dont les objets sont les éléments g G G{Fy)/G{Oy) vérifiant deux 
équations 

(1) g-'Mc^ig) = 1 

(2) ad(^)-So e S(Ô.) 

et dont les flèches g ^ gi sont les éléments h G Ja{Fy) / J'^{Oy) tel que 
g = hgi. Ici, pour faire agir h à gauche, on a utilisé l'isomorphisme 
canonique Ja = I-yo- 

Puisque l'image de ^ dans H^(F^,G) est triviale, il existe g^ G G{Fy) 
tel que g^^ 3e,o'{ge,) — 1- Fixons un tel G^ et posons 

7s = ad(^ç)-So- 

L'équation g^^j^cr^g^) = 1 implique que 7ç G G{Fy). La classe de G{Fy)- 
conjugaison de 7^ ne dépend pas des choix de et g^ mais seulement de 
la classe ^ G H^(F^, /^g). 

En posant g' — g^^g, la catégorie peut être décrite comme suit. Ses 
objets sont les éléments g' G G{Fy)/G{Oy) vériflant 

ad(^')~'(7s) e 0(a)- 

Ses flèches g' g[ sont les éléments h G Ja(F^)/J^(0^) tel que gi' = hg[. 
Ici, pour faire agir h à gauche, on a utilisé l'isomorphisme canonique 
Ja = -^7ç où est le centralisateur de 7^. 

L'ensemble des classes d'isomorphisme de est donc l'ensemble des 
double-classes 

g' eI^^{Fy)\G(Fy)/G{Oy) 

telles que ad{g')^^'y^ G 0(0^,). Le groupe des automorphismes de g' est le 
groupe 

{I,^{Fy)ng'G{Oy)g'-')/J'M 
dont le cardinal peut être exprimé en termes de volumes comme suit 

yo\{I^^{Fy)ng'G{Oy)g'-\dty) 
vol(J^(0„),di,) 

On a donc 

vol(J^(0,.),dt,) 
^ ^ yol{Ja{Fy)ng'G{Oy)g'-\dQ 
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la sommation étant étendue sur l'ensemble des doubles classes 

g' eI^^{F,)\G{F,)/G{0,) 
telles que ad(g'')~^7^ G q{Ov)- On obtient donc la formule 

ti[M,(a)/n(J„)]^(A;)=ttO^=vol(j;(O,),di)O^^(l0„,di,). 
En sommant sur le noyau de H^(F, 1^^) — > H^(F, G), on obtient la formule 

[M,{a)/7,{J'jm, = vol(J:(0,),dt,)O:(lg,,dt„) 
qu'on voulait. □ 

On voudra éventuellement le même type d'énoncé pour les schémas en 
groupes n'ayant pas nécessairement une fibre spéciale connexe et en 
particulier pour lui-même. Le comptage direct du nombre de /c-points 
du quotient [M^(a)/y„(Ja)] s'avère très pénible. Il est plus économique 
de passer par la comparaison avec le cas connexe. Nous allons énoncer le 
résultat seulement dans le cas de Ja bien qu'il est valide en général. 

Soit K : îï^{k, y^(Ja)) ~^ Qe ■ utilisant l'homomorphisme 

on obtient un caractère de H^(A;, 5't,(J°)) et par conséquent un caractère 
de H^(F^, Ja) que nous allons noter tous k. 

Proposition 8.2.7. — Considérons k un caractère de H^(A;, J^)) et 
notons K : îV-{Fy, Ja) — > Q^^ le caractère de H^(F„, Ja) qui s'en déduit. 
Alors, le nombre de k-points avec la K-pondération de [M^(a)/J'^(Ja)] 
peut s'exprimer comme suit 

[M,(a)/n(J„)](A;)„ = vol(J°(0,), di,)O^(l0„, di,). 

où lg„ est la fonction caractéristique de 0(0^) et où dt^ est n'importe 

quelle mesure de Haar de Ja{F^). 

De plus, si K : H^(F^,, Ja) ^ Q^^ est un caractère qui ne provient pas 
d'un caractère de H^(A;, Jq)) alors la n-intégrale orbitale Oa(lg^,dt^) 
est nulle. 

Démonstration. — Il s'agit d'une comparaison entre y„(Ja) et le cas 
connu T^(Ja). Il suffit de démontrer l'égalité 
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dans le premier cas et l'annulation de [My{a) /'J'^{J^)]{k) dans le second 
cas. La démonstration sera fondée sur le même principe que 18.1.71 bien 
que les détails sont plus compliqués dans le cas présent. 
On a une suite exacte 

oii no{Ja,v) est le groupe des composantes connexes de la fibre de Ja en 
V. On en déduit une suite exacte longue 

(8.2.8) 1 MJa,vr '^viJaT yviJaT ^ 

(8.2.9) MJa,v)a ^ yv{Ja)a ^ 7v{Ja)a ^ 1 

oii l'exposant a désigne un groupe des a-invariants et l'indice a désigne 
un groupe des cx-coinvariants. 
Considérons le foncteur 

TT : [M,{Ja)/7M)]{k) ^ [M,(J,,)/n(Ja)](fc). 

Il envoie un objet x' = {m,p') avec m G Mt,(a) et p' G ^^(t/a) tel que 
p'cr{m) = m sur l'objet x = {m,p) oii p est l'image de p' dans î'i,(Ja)- 
Choisissons un ensemble de représentants {x^ \ ip E des classes d'iso- 
morphisme de [M,v{Ja) /'^v{Ja)]{k) . 

Puisque l'homomorphisme Ty^J^) — > TviJa) est surjectif, cette sous- 
catégorie de [M^{Ja)/Tv{Ja)]{k) est équivalente à [M^{Ja)/7^{J^)]{k) si 
bien que pour calculer les nombres jj [M^(Ja)/Tt,(J°)](/c)K, il est loisible 
de se restreindre à cette sous-catégorie. 

Pour tout ip E considérons la sous-catégorie pleine 

de [Mt,(Ja)/yi,(J°)](A;) formée des objets de la forme x'^ = {m^,p'^) avec 
p'^ ^ p^. Si 7^ deux objets x'^ G [M^(Ja)/?î,(J°)](fc)a;^ et x'^, G 
[J\iy{Ja)/'J'v{Ja)]{^)x^, ne sont pas isomorphes. De plus pour tout x' G 
[M,(J,)/y,(jO)](fc) il existe ^ G ^ et ^ G [M,( J,)/T,( J0)](fc),^ tels 
que x' et x'^ sont isomorphes. Ainsi, la réunion disjointe des catégories 

forment une sous-catégorie pleine de [M.v{Ja) /'Pv{Ja)]ik) l^i lui est équi- 
valente. Par conséquent, pour compter les objets de [My{Ja) /'yv{Ja)]ik) y 
on peut compter dans chaque [M„(Ja)/y^(J°)](/c)s^ et puis faire la 
somme sur les ip E 
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Fixons un et notons le simplement x — {m,p). La catégorie 

n'est pas difficile à décrire. En fixant un objet xi = {m,pi) avec pi i— p, 
on identifie l'ensemble des objets de cette catégorie avec le groupe 7ro( Ja,v) 
qui est le noyau de 3'^(J^) — > J'^(Ja). Une flèche dans cette catégorie est 
donnée par un élément du groupe 

Hi = {hi e y^J") I /im = m et hia{hi)-^ e Tro{Ja,v)}- 

La catégorie [M^(Ja)/5'^(Ja)]a; est équivalente à la catégorie quotient de 
l'ensemble 7ro(Ja,i,) par l'action de Hi avec Hi agissant à travers l'homo- 
morphisme a : Hi ^ ''^o{Ja,v) défini par a{hi) = hia{hi)~^ . L'ensemble 
des classes d'isomorphisme de cette catégorie s'identifie avec le conoyau 
cok(Q;) de a et le groupe des automorphismes de chaque objet s'identifie 
avec le noyau ker(a;). Ceci montre en particulier que Hi est un groupe 
fini. 

Soit K un caractère de H^(fc, !P^(J^)). Ce groupe s'identifie canonique- 
ment à la partie torsion de CP^(J°)o-. Considérons la restriction de k à 

T^o{Ja,v)a et notons aussi k le caractère 'KQ{Ja,v) ^ Q^^ qui s'en déduit. 
Ce caractère est certainement triviale sur l'image de et : ifi — TiQ{Ja,v)a 
si bien qu'il définit un cocaractère sur le conoyau k : cok(Q;) Q^^- La 
somme 

(cl(a;'),K> 



E 







^kvX{x') 

sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de la sous-catégorie pleine 
[M^(Ja)/î'^(J°)]a; est alors égale à 



E 



2ecok(a) ^ ' 



{c\{xi),k). 



Si la restriction de «; à 'nQ{Ja,v) est non triviale alors cette somme est 
nulle ce qui entraîne l'annulation 

[M,(o)/n(J°)](A;)« = 0. 

Supposons maintenant que la restriction de k à 7ro(Ja,^) est triviale. 
Dans ce cas, k se factorise par H^(/c, Ja)) et la somme ci-dessus est 
égale à 

U cok(a) , , , , 
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Il reste à calculer jj cok(a)/tlker(Q;). La suite exacte 

1 ker(a) Hi ^ T^o{Ja,v) coker(Q;) 1 
implique l'égalité 

Il cok(a) _ \\7ro{Ja,v) 
tlker(a) '^\ Hi 

Soient hi E Hi et h son image dans J'i,(Ja)- On a alors ha{h)^^ = 1 
de sorte que h G Tt,(Ja)'^- Soit stab(m) le sous-groupe des éléments de 
'^v{Ja) qui stabilisent m. On a alors la suite exacte 

1 ^ M-Ja,v) ^Hi^ 9viJaT n stab(m) ^ 1 

oii 'y'viJaY n stab(m) est exactement le groupe des automorphismes de 
Aur(x) dans la catégorie [My{Ja) fyviJa)]- On a donc l'égalité 

^H, ~ ^Ant{x) 

qui implique l'égalité 

H [M,{a)/T,{Ja)m^ = H [M,(a)/n(J°)](A;), 
qu'on voulait. □ 

En appliquant les résultats généraux de 18.11 à la situation présente, on 
obtient une interprétation cohomologique des intégrales orbitales stables 
et des K-intégrales orbitales. Prenons un sous-groupe sans torsion a-stable 
A de 'J'jj^J^) comme dans I8.1.9[ Ce sous-groupe existe en vertu de la 
discussions qui suit 18. 1.91 et du résultat de Kazhdan-Lusztig cf. 13.4. 1[ On 
obtient le corollaire suivant de 18.1.131 et 18.2.51 

Corollaire 8.2.10. — Soit k un caractère de H-^(F^, J^). Soit J^^^ la 
composante neutre du modèle de Néron de Ja- Pour tout A comme ci- 
dessus, on a l'égalité 

5^(-l)"tr(a,H«([M,(a)/A]).) = vol( J^0(0,), dt,)0,-(lg,, dt,). 

n 

Démonstration. — En mettant ensemble 18.1.131 et 18.2.51 on obtient la 
formule 

E„(-l)"tr(a,H"([M.(a)/A]).) 
= (tiyS(J°)(A:))vol(j0(0„),dt„)O,«(lg„,dt„). 
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OÙ tl !P°(J°) (A;) est le nombre de fc-points de la composante neutre de 
yt,(J°). Si J^'° est la composante neutre du modèle de Néron, on a un 
homomorphisme J° — > J^'*^ qui induit une suite exacte 

qui permet d'identifer la composante neutre de Vy^J^) avec le 

/c-groupe affine connexe dont les fc-points sont J^'°(Ôt,)/J°(Ôt,). Puisque 
J° et J^'° sont des schémas en groupes de fibres connexes, on en déduit 
une suite exacte 

d'oii l'égalité 

(tt J°)(A;))vol( J°(0J, dt,) = vol( (0,), 

pour n'importe quelle mesure de Haar àt^ sur J^F^). Le corollaire s'en 
déduit. □ 

8.3. Un cas très simple. — Soit v un point fermé de X. Notons le 
corps résiduel de v. Choisissons un point géométrique v au-dessus de v. 
Notons Xy = Spec(O^) la complétion de X en f et X* = Spec(Ft,) oii 
est le corps des fractions de 0^. Choisissons un uniformisant e^. Dans ce 
paragraphe, nous notons G la restriction de G à X„ et G' la restriction 
de G à X'. 

8.3.1. — Soit a G c(Oî,) dont l'image dans c{Fy) est régulière et semi- 
simple. Soit dy{a) = degy{a*DG) G N. Nous allons supposer que 

dy{a) = 2 et Ct,(a) = 0. 

D'après la formule de Bezrukavnikov cf. 13.7.51 la dimension de la fibre de 
Springer affine 'My{a) est alors égale à un. On va montrer qu'au-dessus 
de k, cette fibre de Springer affine est une réunion disjointe des copies de 
la chaîne infinie des droites projectives. 

8.3.2. — Soit 7o = e(a) G Q{Fy) la section de Kostant apphquée à a. 
Son centralisateur T' = 1^^ est un sous-tore maximal de G'. L'hypothèse 
Cy{a) = implique que T* est un sous-tore non ramifié c'est-à-dire qu'il 
s'étend en un sous-tore maximal T de G. Soit $ l'ensemble des racines de 
T = T®o^ Ôy. On a alors la fonction de valuation radicielles de Goresky, 
Kottwitz et MacPherson cf. |26j 

Ta : $ ^ N 
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défini par ra(o;) = val(Q(7o)) oii on a pris la valuation sur Fjj qui étend 
la valuation sur Fy. On a alors 

dv{a) = y^ra(7o). 

Il existe donc une unique paire de racines ±a tel que r±a(7o) = 1 et 
i^a'ilo) — pour toute racine a' ^ {±a;}. 

8.3.3. — Le groupe de Galois Gal(^/A;„) agit sur $ en laissant invariant 

la fonction ra{a) de sorte qu'il laisse stable le couple {ia}. Soit G±a le 
sous-groupe de G = G ®o„ engendré par T et par les sous-groupes 
radiciels et U_a- L'action du groupe de Galois de Gsl{k/ky) sur T 
laissant stable {±o;} permet de descendre G±a en un sous-schéma en 
groupes réductifs G-to, de Go„- Le centre Z±a de G±a qui s'identifie au 
noyau de a : T — > (Gm est aussi défini sur 0^. Soit A^^ — T/Z±a. ; c'est 
un tore de dimension un sur X^. 

Proposition 8.3.4- — On a un homomorphisme canonique Ja T 
dont l'image au niveau des y-points est le noyau de l'homomorphisme 
composé de la réduction modulo l'idéal maximal T{Oy) — > T{k) et la 
racine a : T{k) — > (Gj„(^). 

On en déduit la description suivante de Ty{Ja). 

Corollaire 8.3.5. — On a une suite exacte de groupes abéliens avec 

l'action d'endomorphisme de Frobenius a 

1 ^ A±^{k) ^ %{Ja){k) ^ X,(T) ^ 1 
où X*(T) est le groupe des cocaractères du tore T au-dessus de Oy. 

Démonstration. — On déduit de la suite exacte 

1 ^ JaiÔy) ^ T{Ôy) ^ A±^{k) ^ 1 

la suite exacte 

1 ^ A^^ik) ^ Ja{Fy)/Ja{Oy) ^ T{Fy)/T{Ôy) ^ 1. 

On a par ailleurs un isomorphisme 

T{Fy)/T{Ôy) = X,(r) 

qui se déduit de l'homomorphisme X*(T) — > T{Fy) défini par A i— 
d'oii le corollaire. □ 
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Lemme 8.3.6. — Les k-points de la fibre de Springer affine 
M,{a){k) = {ge GiF,)/G{Ô,)\a.d{gr\-fo) G g(Ô,)} 
s 'écrivent de façon unique sous la forme 

g = e^U^ixe-^) 

avec A G X*(T) et x E k. 

Démonstration. — Avec la décomposition d'Iwasawa, pour tout élément 
g e G{F^)/G{Ôy), il existe uniques A G X,(T) et u G U{F^)/U{0^) tels 
que 

g = e^u. 

Comme commute avec 70, le plongement 

M,(a) g, = G(F,)/G(Ô,) 
est Tf)-équivariant. L'action de sur Mt,(a) se factorise par 

% ^ T(F,) ^ n(Jj = T(F,)/J,(Ô,) 
de sorte qu'il se factorise par le tore de dimension un 

T * 4 , 

Il s'ensuit que si on écrit g G M„(a)(fc) sous la forme g = e^u, u doit être 
de la forme u = Ua{y) avec y E uniquement déterminé. Un calcul 

dans SL2 cf. \24\ lemme 6.2] montre alors qu'avec l'hypothèse r±a{(i) = 1, 
y s'écrit uniquement sous la forme y = xe~^ avec a; G A; et inversement 
les éléments g de a. forme g = e^f/a(xe~^) appartiennent à 'Mj){a)(k). □ 

Lemme 8.3.7. — Les points fixes du tore de dimension un A±afi dans 
M.jj sont e^. Pour A G X*(T) fixé, A±a,v o,git simplement transitivement 
sur 

Ox = {e^Uaixe^') G M,(a)(fc)|x G k""}. 

De plus le bord de l'adhérence de cette orbite est constitué de et e^~"^ 
où est la coracine associée à la racine a. 

Démonstration. — Un calcul direct montre que les sont fixes sous 
l'action de A±a,v et que A±a,v agit simplement transitivement sur Ox. 
Ceci montre que l'ensemble des points fixes de A±a,v est exactement 
{e^|A G X*(T)}. Quand x ^ 0, e^Ua{xe~^) tend vers de sorte que 
appartient à l'adhérence de Ox. 

Il reste à démontrer que quand x —* 00, e^Ua{xe~^) tend vers e^~" 
Il revient au même de démontrer que Ua{xe~^) tend vers e~° quand 
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X ^ oo. Il s'agit d'un calcul bien connu dans la Grassmannienne affine 
qui découle de la relation de Steinberg dans G{Fjj) cf. [73,, chap. 3, lemme 
19] 

qui vaut pour tout y E Fa, pour toute racine a et pour un représentant 
Wa de la réflexion Sa & W attachée à la racine a indépendant de y et qui 
en particulier appartient à G{k). En prenant y = —x'^e^ avec x E , 
on obtient la relation suivante dans G{Fjj) /G{Ojj) 

U^{xe-') = e-'''U-a{-x-'e-'). 

En faisant tendre x vers oo, on constate que Ua{xe~^) tend vers e""''. □ 

Proposition 8.3.8. — Soit k eT'^ un élément de torsion tel que 

^ 1. 

Alors, on a la formule 

[M,(a)/n(Ja)](A;)« = U±Ar\'''^^''\ 

Démonstration. — La fibre de Springer affine M^(a) s'obtient comme la 
restriction des scalaires k^/k d'une fibre de Springer affine définie sur k^. 
Il en est de même de T„(Ja) et du quotient [Mt,(a)/J't,(Ja)]. On peut donc 
supposer que k^ = k. 

Notons A = A±a,v qui est un tore de dimension un sur k. Considérons le 
sous-groupe a-invariant de X*(T) engendré par et considérons l'image 
réciproque de la suite exacte 

l^A^ n(J,) ^ X,(T) ^ 1 

par l'homomorphisme Za^ X=k(T). C'est un groupe algébrique P défini 
sur k muni d'une suite exacte 

1^ A^ P ^ Za^ 1 

et un homomorphisme injectif P 'y^{Ja) qui induit l'identité sur la 
composante neutre A. 

Dans la fibre de Springer affine M„(a), on dispose d'un A;-point m donné 
par la section de Kostant. D'après la description ci-dessus de M^,(a) ®fc k, 
la composante connexe M de Mt,(a) ®k k est une chaîne infinie de droites 
projectives munie d'une action àe P ®kk qui est simplement transitive 
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sur la M^^^. Comme M contient le fc-point m, il est défini sur k. On 
retrouve M^(Ja) à partir de M par l'induction de P dans T^^Ja) 

M,(a) =MA^ y„(Jj. 

En particulier, on a une équivalence de catégories 

[M,(a)/n(J„)] = [M/P]. 

On se ramène donc à l'exercice de comptage de points déjà résolu dans 
l'exemple 18.1. 151 □ 

8.4. Comptage dans une fibre de Hitchin anisotrope. — Rappe- 
lons le comptage de points dans une fibre de Hitchin avec a G Mj^'^^(fc) 
en suivant le paragraphe 9 de (55j . Dans loc. cit., nous avons considérer 
le quotient de par Il est en fait plus commode et pas plus onéreux 
de considérer un quotient plus général. 

8.4- 1- — Soit un X-schéma en groupes lisse commutatif de type fini 
muni d'un homomorphisme Ja qui un isomorphisme sur un ouvert 

non- vide U àe X. La donnée de est équivalente à la donnée des sous- 
groupes ouverts compacts J'^iO^) C Jai^v) pour les points v E \X — U\. 
Notons = le classifiant des J^-torseurs sur X. On a alors un 

homomorphisme Ta qui induit une action de sur Ma- Pour 

assez petit au sens oii les sous-groupes ouverts compacts Ja(0„) soient 
assez petit, H°(X, J^) est trivial et de sorte que est représentable par 
un groupe algébrique localement de type fini sur k. Pour le comptage, 
il sera commode de supposer que les fibres de sont toutes connexes. 
Considérons la catégorie quotient [Mq/T^]. 

Le comptage des /c-points de Mq est fondé sur la forme suivante de la 
formule de produit cf. I4.13.1l et |55[ théorème 4.6]. 

Proposition 8.4.2. — Soit U = a-^(cg) / 'image inverse du lieu semi- 
simple régulier de Cn- On a une équivalence de catégories 

mam= n mv{a)/7M] 
vex-u 

compatible à l'action de a E GdX{k/k). En particulier, on a une équiva- 
lence entre les catégories des k -points 

[M„/n](fc)= n [M.(a)/n(J:)](fc). 

ve\x-u\ 
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Soit la composante neutre de J"^. Puisque a G A^^^{k), le groupe 

des composantes connexes 110(^0) est un groupe fini muni d'une action 
de l'élément de Frobenius a G GaX{k/k). 

Proposition 8.4-3. — Supposons que les fibres de J'^ sont connexes. 
Pour tout caractère a -invariant de TToC^a) 

on a 

v&\X-U\ 

Démonstration. — Pour tout point fermé f de X dans le complémentaire 
de l'ouvert U = a~"(c5^), l'homomorphisme composé 

se factorise par TTo{'J'v{J'g)). L'homomorphisme /t : ttq 

m<r^Qe définit 

donc un homomorphisme k : 7ro(T^( J^))(j Qe^ ■ 

Dans 18.4^ si un point y G [Ma/î'a](A;) correspond à une collection de 
points yv G ['My{a)/'?v{J'^)]{k) pour f G |X — U\, alors on a la formule 

{d{y),K)= Yl {cKyv),K,)- 
ve\x-u\ 

Par conséquent, on a la factorisation 

ve\x-u\ 

d'oii la proposition. □ 
La conjonction avec l8.L"6l donne le corollaire suivant. 

Corollaire 8.4-4- — Pour tout caractère k : 7ro(Ta)cr Q^^, on a 

5^(-i)"tr(a,K"(Mj.) = tiro°(^) n mM/'^ÀJam. 

n v(z\X-U\ 

OÙ H"'(Ma)K est le sous-espace propre de H"(Ma) où le groupe 7ro(ya) agit 
à travers le caractère n. 

8.4-5. — Pour exprimer les nombres ^\M.v{a) l'y^{J'^]{k)^ en termes 
d'intégrales orbitales locales, faisons les choix suivants : 
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- en toute place v G |X — f/|, choisissons une trivialisation du fibre 
inversible -D'|x„, 

- en toute place v E \X — U\, choisissons une mesure de Haar àt^ du 
tore Ja{F^)- 

Ces choix nous permettent : 

- d'identifier la restriction de a à X^, avec un élément G c(Ot,) fl 

- d'identifier les schémas en groupes Ja et Ja^ ce qui munit une mesure 
de Haar dt„ à Ja^{Fy), 

- d'identifier la fibre de Springer affine M^,(a) munie de l'action de 
'^v{Ja) avec la fibre de Springer affine My^tty) munie de l'action de 

'P-y ( Jav ) • 

Avec ces choix faits, on peut exprimer les nombres jj [M„(a)/y^(J^)](A;)K 
en termes de K-intégrales orbitales cf. 18.2.51 

On obtient alors la formule 

5^(-irtr(^,H"(M„).) = (n)°(A:) H vo1(J:(0.), dt.)Ot dt,). 

n y^\X-U\ 

8.5. Stabilisation sur yi^^'—yi^'^. — On est en position de démontrer 
le théorème [6X3] sur l'ouvert Àf^°'^ = Àf' - À^jf. Ici À^jf^ est le sous- 
schéma fermé de défini dans 17.6. 4[ 

Démonstration. — D'après le théorème du support [7.6. 6[ sur À^"'^, les 
faisceaux pervers purs 

k: = i)*m-{frm^ et k^,, = m-+'^'s(^\f^^^QM-r'^iD)) 

sont les prolongement de leurs restrictions à n'importe quel ouvert non- 
vide Û de Àf^°'^. Pour démontrer que K"' et sont isomorphes sur 
Àf^°'^®kk et sont isomorphes après semi-simplification sur Àf^"'^, il suffit 
de le faire sur n'importe quel ouvert dense XL de Af^° . On va construire 
un bon ouvert IL comme suit. 

Rappelons qu'on a une égalité de diviseurs cf. 11.10.31 
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sur Ch,d- De plus, on sait que 1)h,d et ÎH^^, sont des diviseurs réduits 
de Ch,d étrangers de sorte que la réunion 

est aussi un diviseur réduit. 

Lemme 8.5.1. — Supposons que deg(-D) > 2g. Alors, l'ensemble des 
an G Anik) tel que an^X) coupe transversalement Dh,d + forme 
un ouvert non vide IX de Ah- 

Démonstration. — La démonstration est identique à la démonstration 
de Oïl □ 

8.5.2. — Considérons l'image réciproque IX de U dans A. En rapetis- 
sant cet ouvert si nécessaire, on peut supposer que U C 71^°°'^. En le 
rapetissant encore si nécessaire, on peut supposer que pour tout G 
les restrictions 

jn T<^i^\ Q-i- r ™ JV™ I 

— ^K.\\l e^ ^H,st — ^H,st\Ù 

sont des systèmes locaux purs de poids n sur IX. 

8.5.3. — Il suffit en fait de démontrer que pour toute extension finie k' 
de /c, pour tout fc'-point âu € Mik') d'image a G A{k')^ on a l'égalité des 
traces 

(8.5.4) 5^(-l)"trK,, {Ll),) = 5^(-l)"trK,, (L^.J.J. 

n n 

En effet, on a alors l'égalité 

n n 

pour tout entier naturel j en considérant àn comme un point à valeurs 
dans l'extension de degré j de k'. De plus, comme les valeurs propres 
de (Tfc/ dans {L'^)à et [L'^stlàn sont toutes de valeur absolue g'^'ieg{A;7fc)/2^ 
ces égalités impliquent que pour toute extension finie k' de fc, pour tout 
clh g 1X(A;') d'image â G ^1 et pour tout n, on a 

trK,,(L:!),)=trK,,(L^,3j,,). 

D'après le théorème de Cliebotarev, ceci implique que et I^^^st sont 
isomorphes après la semi-simplification. 
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8.5.5. — Démontrons maintenant la formule fl8.5.4p . Pour tout point 
an € 'U(A;'), on peut calculer directement les deux membres de cette 
formule et ensuite les comparer. En remplaçant k par k' et X par XÇ^^k', 
on peut supposer que àn est un fc-point de U. 

8.5.6. — Soit au G -Anik) l'image de âu- Soit a l'image de an dans 
A{k). D'après I2.5.H on a un homomorphisme canonique 

qui est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert U = a~^{c^^). Choisis- 
sons un schéma en groupes lisse commutatif de fibres connexes muni 
d'un homomorphisme —>■ Ja qui est génériquement un isomorphisme. 
Soit le champ classifiant des J^-torseurs sur X. En rapetissant si 
nécessaire, on peut supposer que H°(X, J^) trivial dans quel cas CP^ est 
un groupe algébrique de type fini. On a des homomorphismes naturels 
n ^ Va et n ^ ?H, ajj qui induit une action de 7'^ sur Ma et 'M.H,a„- 
On peut calculer les deux membres dans la formule 18.5.41 en considérant 
les quotients [Mq/CP^] et [M/z^a^/T'^]. D'après fS. 4. 4[ le membre de gauche 
de 18.5.41 vaut 

m'ik) n ny^via)/?Mm. 

ve\x-u\ 

alors que le membre de droite vaut 

ve\x-u\ 

Comme 

'^H(^) = I]deg(^;)4,(aj,) 

V 

oii r'^^jj^an) est le degré du diviseur a|^£H§£, en v, il suffit de démontrer 
l'énoncé suivant qui est un cas particulièrement simple du lemme fon- 
damental de Langlands-Shelstad ll.ll.li Notons que ce cas particulier 
du lemme fondamental est essentiellement contenu dans l'article |46j de 
Labesse et Langlands sur SL(2) et a été repris d'un point de vue plus 
géométrique dans \24\ par Goresky, Kottwitz et MacPherson. □ 

Lemme 8.5.7. — Soit ân € Anik). Soit v un place de X au-dessus 
duquel aniXy) ne coupe pas ou coupe transversalement le diviseur Dh.d + 
D- ^ l'égalité entre les nombres 
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qui sont des nombres non nuls. 

Démonstration. — Soit v un point géométrique au-dessus de v. Comme 
ani^y) coupe transversalement '^H,D + ^H,Dy il Y s- trois possibilités pour 
les entiers dH,v{(iH),dv{ci) et r^^ian) '■ 

(1) si aniv) ^ ^h,d U alors 

dHfiian) = 0, = et r^^^ian) = 0, 

(2) si auiv) G Dh,d alors aniv) ^ ''^'fj o et on a 

dH^viau) = = 1 et rg_^(a/i-) = 0, 

(3) si auiv) G 9^^^) alors auiv) ^ et on a 

dH,v{,ciH) = 0,djj{a) = 2 et rg,^(a/i-) = 1. 

^. 5. ^. — Dans les deux premiers cas, la formule de Bezrukavnikov 13.7.51 
montre que ÔH,v{ciH) = ày{a) = de sorte que les fibres de Springer af- 
fines 'MH,v{ciH) et M^(a) sont toutes les deux de dimension zéro. Il s'ensuit 
que 7y{Ja) agit simplement transitivement sur 'My{a) et y„(Jiï,a^) agit 
simplement transitivement sur 'MH,v{ciH) cf. I3.7.2[ Choisissons une tri- 
vialisation de D' au-dessus de comme dans 18.4.51 pour pouvoir écrire 
agréablement les intégrales orbitales. En particulier et a définissent 
des éléments aH,v ^ Ch{Ou) et G c(Ot,). En conjonction avec 18.2.71 on 
en déduit la formule 

1 = [MH,.K)/y.(Ji/,aH)](^) = Vol(4,^(0,),dt,)SO,^„(lf,,„,dt,) 

En comparant avec la formule 18.2.51 

H [MH,.(a)/y.(J:)](A;) = vol(j:(0,),dt,)SO,^jH,,dt,) 
on obtient 

(\/^(T'\MU\ Vol(Ja(Oj,dt^) 

En remarquant que M,y{a) est donné avec un /c-point par la section de 
Kostant, on a aussi 

tl[M,(a)/y,(J„)](Â:). = l. 
Le même raisonnement comme ci-dessus implique alors 

vol(J:(0,),dt,) 



vol(J0(O,),dt,) 
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Il reste à remarquer que dans les deux premiers cas, l'homomorphisme 
Ja JH,aH induit un isomorphisme sur les composantes neutres J° 
Jh an obtient l'égalité 

qu'on voulait. 

8.5.9. — Considérons maintenant le troisième cas oii an^Xy) coupe 
transversalement ÎH^jj et n'intersecte pas Ch,d- On a dans ce cas dn^vidn) 
est nul de sorte aue 

Sh,v{(^h) = et CH,v{aH) = 0. 

Comme Sh,v{o,h) = 0, la fibre de Springer affine 'Mh,v{o,h) est de dimen- 
sion zéro. D'après I3.7.2[ 'J'v{JH,a„) agit simplement transitivement sur 
'^h,v{(Ih) de sorte qu'on a encore 

Le même raisonnement comme ci-dessus montre que 

m«AaMm - 

Notons que comme aniX^) n'intersecte pas Ch,d, Jn^aH 6st un tore et en 
particulier J^.a^ = Ju^aH- 

Comme l'invariant c^{a) ne dépend que de la fibre générique de Ja|x„, 
on a 

c^{a) = CH,v{aH) = 0. 
Ceci implique que la fibre de Springer affine "Mjj^a) est de dimension 

4 (g) - Cjjja) _ 
Oy[a) — ^ — i. 

On est donc exactement dans la situation de l8.3[ En appliquant la formule 
18.3.81 tout en notant que l'hypothèse «(a"^) 7^ 1 est bien vérifiée ici, on 
obtient la formule 

où A±a est le tore de dimension un sur défini par 
En appliquant la formule I8.2.7[ on trouve 

„deg{v) 



A±,(A;„)vol(JO(0,),dt, 
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On peut aussi vérifier la formule 
qui implique 

On obtient donc l'égalité 
qu'on voulait. 

Ceci termine la démonstration de I8.5.7I □ 



8.6. Le lemme fondamental de Langlands-Shelstad. — On est 

maintenant en mesure de démontrer le lemme fondamental de Langlands 
et ShelstadlLlLll 

Démonstration. — Soient = Spec(Ot,) avec 0^, = k[[ey]] et X* = 
Spec(F^) avec = /c((e^)). Soit Gy un groupe réductif sur Xy forme 
quasi-déployée de G donnée par un Out((G)-torseur pG,v sur X^. Soit 
{i^^ pK,v) une donnée endoscopique elliptique cf. I1.8[ Soit le groupe 
endoscopique associé. Soit au G Ch{Ov) d'image a G c{Oy) H c^^{Fy). 

8.6.1. — Si le centre de contient un tore déployé C, G est aussi 
contenu dans le centre de H^. En remplaçant G^ par GyjG et par 
Hy/G, la K-intégrale orbitale et l'intégrale orbitale stable envisagées ne 
changent pas de sorte qu'on peut supposer que le centre de G^ ne contient 
pas de tore déployé. 

Si le centre de contient un tore déployé C, G est naturellement 
inclus dans le tore /^(, oii 70 = e(a). Le centralisateur de G dans G^ 
est un sous-groupe de Levi de Gy. Par la formule de descente, on peut 
remplacer la K-intégrales orbitales dans Gy par une K-intégrale orbitale 
dans My. Le centre de My contient maintenant un tore déployé et on 
se ramène à la situation discutée ci-dessus. Après un nombre fini de ces 
réductions, on peut supposer que les centres de Gy et Hy ne contiennent 
pas de tores déployés. 

8.6.2. — Soit '}A.H,y{aH) et JA.y^a) les fibres de Springer affines associées. 
D'après 13.51 il existe un entier naturel tel que pour toute extension 
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finie k' de /c, pour tout a'^ G Ch{Ov ®k k') tel que 

— ' A N 

alors 

- a!^ a une image a' G c(Ot, ®k k') fl c^^{Fy ®k k') ; 

- les fibres de Springer affines 'M.n^viO'H) ®k k' et 'M.H,v{ci'^) munies de 
l'action de yv{JH,aH)®kk' et 7'v{JH,a'jj) respectivement, sont isomorphes; 

- les fibres de Springer affines 'My{a)(^kk' et M^(a') munies de l'action 
de 7v{Ja) et Tvi^Ja') respectivement, sont isomorphes. 

Notons Ôh^clh) la dimension de la fibre de Springer affine 'M.h,v{o.h)- 

8.6.3. — Il existe une courbe projective lisse géométriquement connexe 
X sur k muni des données suivantes : 

- deux /c-points distincts notés f et oo, 

- un isomorphisme entre la complétion de X en u avec le schéma 
ci-dessus, 

- un 7ro(K)-torseur sur X muni d'une trivialisation a^o au-dessus de 
oo et d'un isomorphisme a„ avec p^^^ au-dessus de X^. 

Soient G et H les X-schémas en groupes associés comme dans 11.81 Avec 
la donnée de a„, les restrictions de G et if à X^, sont canoniquement 
isomorphes à et H^. Les centres de G^ et Hy ne contenant par de 
tores déployés, il en est de même de G et H. Avec la donnée de «oo, on 
a un homomorphisme 

p* : 7ri(X, oo) = 7ri(X, oo) x Gal(Â;/A;) 7ro(/î) 

trivial sur le facteur Gal{k/k). Par conséquent, le sous-groupe 7ri(X, oo) 
a la même image dans 71o{k) que 7ri(X, oo). Il s'ensuit que sur X, les 
centres de G et if ne contiennent pas de tores déployés. 

8.6.4- — choisit maintenant un fibré inversible D sur X vérifiant les 
hypothèses suivantes 

- il existe un fibré inversible D' sur X avec D = D'®"^ , 

- une section globale de D' non nulle en 

- deg(i^) > rN + 2g ohr est le rang de G et 5^ est le genre de X, 

- SHidn) est plus petit que l'entier ô}l'^{D) défini dans 17.6.^ 

D'après 15.4.21 l'entier S^"^ tend vers 00 lors que deg(il') — > 00 de sorte 
que pour deg{D) assez grand la dernière hypothèse est réalisée. 
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8.6.5. — Considérons les fibrations de Hitchin associées à la courbe X, 
au fibré inversible D et aux groupes G et H respectivement 

L'hypothèse que le centre G et if ne contient pas de tores déployés sur 
X et l'hypothèse deg(D) > 2g assurent que les ouverts anisotropes A^'^^ 
et A^'^ ne sont pas vides. 

8.6.6. — Avec l'hypothèse deg(D) > rN + 2g, l'application de restric- 
tion des section globales à Spec(Ot,/e^) 

est une application linéaire surjective. Soit Z le sous-espace affine de 
H°(X, Ch,d) des éléments ayant la même image dans CniO^/e^) que au- 
C'est un sous-schéma fermé de codimension rN de Ah- Par le même rai- 
sonnement que dans 14. 6 ."Tl on peut montrer que l'ouvert Z' de Z constitué 
des points a'^ G Z'Çk) tels que la courbe a'^{X — {v}) coupe le divi- 
seur Dh,d + 5^//z) transversalement, est un ouvert non vide. Comme le 
complément de A^^^ dans Ah est un fermé de codimension plus grande 
ou égale à deg(L') cf. EU Z'nA''^' ^ 0. En remplaçant Z' par Z' n^l^', 
on peut supposer que Z' C A^^\ Pour tout a'^ G Z'{k), l'invariant 
Sh{0'') = ànidn) de sorte qu'on a. Z' C Af^°'^ oii on dispose du théorème 
de stabilisation cf. 18.51 

Soit Z' l'image réciproque de Z' dans ^l^"'^. Comme Z' est un schéma 
de dimension positive, il existe un entier m tel que pour toute extension 
k'/k de degré plus grand ou égal à m, l'ensemble Z'{k') ^ 0. Soit a!^ G 
Z'{k') au-dessus de G Z{k'). Soient a' l'image de a'^ dans A et a' 
l'image de a'^ dans A. 

8.6.7. — La conjonction de la partie du théorème de stabilisation 16.4.3] 
démontrée sur l'ouvert Â^^"'^ avec la formule 18.4.41 nous donne l'égalité 

avec un choix d'un schéma en groupes J^, lisse commutatif de fibre 
connexe muni d'un homomorphisme 

J'a' ~^ Ja' ^ Jn^a'^ 

comme dans l8.4.Tl II sera commode de choisir J^, = J°, au-dessus de X.^. 
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8.6.8. — Puisque â'^ G \L{k'), on peut appliquer 18 .5 .71 à toutes les places 
v' 7^ V. En retranchant les égalités en ces places, on trouve une égalité en 
la place v du départ 

Comme on sait que la fibre de Springer affine M„(a)®fcA;' muni de l'action 
de T^(Ja) ®k k' est isomorphe à M^(a') muni de l'action de T^(Ja') et la 
même chose pour le groupe H, on en déduit l'égalité 

pour toute extension k' de k de degré plus grand que m. En apphquant 
18.1.141 on obtient l'égalité 

tt [MH,MH)/7,{j'a)]{k). = q'-^^^H [M,(a^)/n(J°)](A;). 
En appliquant la formule I8.2.5[ on obtient maintenant l'égalité 

qu'on voulait. 

Ceci termine la démonstration de la conjecture de Langlands-Sheldstad 
fTTLTl □ 

8.7. Stabilisation sur 71^°'. — En renversant une nouvelle fois le pro- 
cessus local-global, on peut maintenant compléter la démonstration de 
16X31 

Démonstration. — Gardons les notations de l8.5[ Comme dans 18. 5( il suf- 
fit de démontrer l'égalité de traces 18.5.41 

(8.7.1) 5^(-l)'^trK,, (L:),) = 5^(-l)"trK, (L^.J.J. 

n n 

pour tout ân G AJl^{k) d'image â G 71^" (A;). D'après [8. 4. 4[ le membre de 
gauche de 18.5.41 vaut 

m\k) n mMi^^mm. 

ve\x-u\ 

alors que le membre de droite vaut 

v(^\X-U\ 
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En combinant 11.11.11 18.2.51 on a l'égalité 

d'oùEZH □ 

8.8. Conjecture de Waldspurger. — Soient maintenant Gi et G2 
deux X-schémas en groupes appariés au sens de 11.12.51 Supposons que 
les centres de Gi et G2 ne contiennent pas de tores déployés au-dessus 
de X = X fc. 

8.8.1. — Soient /i : Mi Ai et /2 : M2 A2 les fibrations de Hitchin 
associées. Comme dans 14.161 on a 

A = Ai= A2. 

Soient et 'J'2 les ^L-champs de Picard associés à Gi et G2. D'après 
14.16.11 il existe un homomorpliisme [Pi T2 qui induit une isogénie 
entre leurs composantes neutres. 

Théorème 8.8.2. — Il existe un isomorphisme entre les simplifications 
des faisceaux pervers gradués sur A'^^^ 

n n 

La démonstration de ce théorème suit essentiellement les mêmes étapes 
que celle de I6.4.3[ En particulier, on démontrera en cours de route le 
lemme fondamental non standard conjecturé par Waldspurger ll.12.7i 

8.8.3. — On démontre d'abord qu'il existe un tel isomorphisme au- 
dessus de l'ouvert A"^. Au-dessus de cet ouvert, les morphismes /i et 
/2 sont propres et lisses de sorte que les restrictions de Ki et K2 à A^ 
sont des systèmes locaux gradués. Pour démontrer qu'il existe un iso- 
morphisme entre leurs simplifications, il suffit d'après le théorème de 
Chebotarev de démontrer l'égalité de traces 

(8.8.4) tr{ak',Ki,a)=tTiak',K2,a) 

pour toute extension finie k' de k et pour tout point a G A^{k'). En 
remplaçant X par X gD^ k', on peut supposer que k = k'. 

8.8.5. — Soit a G A^{k). D'après SUl on sait : 
- Ti^a agit simplement transitivement sur Mj^a 
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- Tj^a est de la forme [Pj/Aj] où Pj est une extension d'un groupe fini 
par une variété abélienne et oii Ai est un groupe fini agissant trivialement 
sur Pi. 

Par conséquent, le quotient [Mj^a/Pj] est isomorphe au classifiant du 
groupe fini A^. D'après la formule des points fixes 18. 1 ."61 et 18. l.Tj on a 

tT{a,Ki,a)=^Pj^{k). 

Puisque P° et P2 sont des variétés abéliennes isogènes sur k, ils ont le 
même nombre de /c-points d'oii l'égalité des traces I8.8.4[ Il existe donc 
un isomorphisme entre les simplifications des restrictions de Ki et K2 à 
AO. 

8.8.6. — D'après le théorème du support 17.6.61 il existe un isomor- 
phisme entre les semi-simplifications des restrictions de Ki et K2 à 

n good n ani n bad 

8. 8. 7. — En procédant comme dans 18.61 on en déduit le lemme fonda- 
mental non standard conjecturé par Waldspurger 11.12.71 

8.8.8. — En renversant de nouveau le processus local-global comme 
dans 18. 7( on en déduit l'égalité des traces [8701 pour tout a G A'^^^{k') 
pour toute extension finie k' de k. On en déduit le théorème 18.8.21 



Appendice A 

Dualité de Poincaré et comptage de dimension d'après 
Goresky et MacPherson 

Goresky et MacPherson ont observé que la dualité de Poincaré im- 
pose une contrainte sur la codimension de support des faisceaux pervers 
simples présents dans le théorème de décomposition. Cette observation 
a joué un rôle crucial dans la démonstration du théorème du support. Il 
nous semble qu'elle devrait avoir d'autres applications également. Avec 
leur permission, nous rappelons cet argument de comptage de dimension 
et dualité de Poincaré un contexte général et sous la forme la plus simple 
possible. En toute généralité, cette contrainte est relativement faible mais 
en pratique, elle fournit une amorce précieuse à l'aide de laquelle on peut 
faire jouer d'autres arguments plus spécifiques. 

Soient X et y des schémas de type fini sur un corps fini k = ¥q. Soit 
/ : X — > y un morphisme propre. Supposons de plus que X est un 
fc-schéma lisse. Alors, d'après Dehgne [16] l'image directe /*Q^ est un 
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complexe pur. D'après [6], il décompose géométriquement comme une 
somme directe de faisceaux pervers géométriquement irréductibles avec 
décalage. Il existe au-dessus de F (S)^ un isomorphisme 

mi = Ki-nr-'- 

(K,n) 

on la somme directe est étendue sur l'ensemble des classes d'équivalence 
des couples [K, n) constitué d'un faisceau pervers irréductible K sur 
Y ®kk et d'un entier n et où 

mx,n := dimHom(ir, ^"(/.Q,)) 

est un entier naturel nul sauf pour un nombre fini de couples {K, n) . Un 
faisceau pervers irréductible K est dit présent dans /*Q£ s'il existe un 
entier n tel que mK,n 7^ 0. 

La dualité de Poincaré implique une symétrie pour ces entiers mK,n- 

Proposition 1. — Pour tout faisceau pervers géométriquement irré- 
ductible K sur Y , alors on a 

"^ii',n+dim(X) = ^DK-n+àïra(X) 

où DK est le dual de Verdier de K. 

Goresky et MacPherson ont observé que cette symétrie impose une 
contrainte sur la codimension des supports des faisceaux pervers géomé- 
triquement irréductibles K présents dans /^Q^. 

Théorème 2. — Soient X et Y des schémas de type fini sur un corps k, 
X est lisse sur k. Soit f : X ^ Y un morphisme propre. Supposons que 
le morphisme f est de dimension relative d. Soit K un faisceau pervers 
irréductible sur Y ®kk présent dans /^Q^. Soit Z le support de K . Alors 
on a l'inégalité 

codim(Z) < d. 

Démonstration. — Supposons au contraire que codim(Z) > d. D'après 
la dualité de Poincaré et quitte à échanger K et DK qui ont le même 
support, on peut supposer qu'il existe un entier n 

n > dim(X) 

tel que mK,n 7^ 0. D'après |6j, il existe un ouvert Z' de Z, un système 
local K' sur S tel que K = j\^K'[dim{Z)] oii j est l'inclusion de l'ouvert 
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Z' dans Z. Soit y un point géométrique de Z' . La fibre de X en y est 
alors un Q^-espace vectoriel placé en degré 

-dim(Z) = -dim(r) +codim(Z). 

La fibre de n] en y étant un facteur direct Rr(Xj^, (Q^), ceci implique 
que 

jjn— dim(y)+codim(Z)^j^ ^ ^/ q 

Or, on a l'inégalité 

n — dim(y) + codim(Z) > là 

parce que n > dim(X) et codim(Z) > d. Cette non annulation est en 
contradiction avec l'hypothèse que la fibre Xy est de dimension inférieure 
ou égale h d. □ 

Théorème 3. — Mettons-nous sous les hypothèses du théorème pré- 
cédent. Supposons en plus que les fibres de f sont géométriquement irré- 
ductibles de dimension d > 0. Soit K un faisceau pervers irréductible sur 
Y ®kk présent dans f*Q^. Soit Z le support de K. Alors on a l'inégalité 
stricte 

codim(Z) < d. 

Démonstration. — Sous l'hypothèse que les fibres de / sont irréductibles, 
le faisceau de cohomologie de degré maximal 2d est le système local 

Considérons la décomposition de /*Q£ sur Y <^kk 

iMi = L[-i 

{L,n) 



011 L parcourt l'ensemble des classes d'isomorphismes de faisceaux pervers 
irréductibles sur Y ®]^k n l'ensemble des entiers. Si m^^^ ^ 0, alors 
on a H*(L[— n]) = pour tout i > 2c? et même H^'^(L[— n]) = si L n'est 
pas isomorphe à (Q£[dim(F)]. 

Le même argument que dans le théorème précédent montre que pour 
tout faisceau pervers irréductible K sur Y ®}^k qui n'est pas isomorphe 
à Q^[dim(y)] alors le support Z de doit vérifier l'inégalité stricte 
codim(Z) < d. Bien entendu, si K est isomorphe à Q^[— dim(y)], son 
support est Y tout entier et l'inégalité est trivialement satisfaite. □ 
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